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In this paper, the 1-median problem with the solid circular vertex weights
is considered. The set operations according to the Minkowski sum are
introduced. Then, optimal criterion for a vertex that is a 1-median of the
trees with solid circular vertex weights is given. Based on the result, an
algorithm to solve the 1-median problem with solid circular vertex
weights is proposed.

TOM TAT

Trong bai bdo nay, bai todn vi tri I-median dwoc xem xét voi trong s6
dinh hinh tron. Pau tién cdc phép toan tdp hop theo nghia Minkowski
dwoc gioi thiéu. Sau do, diéu kién 16i wu cho mot dinh 1-median trén cdy
VOi trong $6 dinh hinh tron duoc chi ra. Trén co so do, mot thudt toan dé
gidi quyét bai todn 1-median voi trong sé dinh hinh tron sé dwoc dé xudt.

Location problem, 1-median,
tree, solid circular vertex
weights

1. MO PAU

Ly thuyét vi tri 1a mot linh vuc khoa hoc tmg
dung, da dugc quan tam tir thé ki XVII. Ngay nay,
Iy thuyét vi tri tré thanh mot huéng nghién ctru quan
trong, duoc nhiéu noi trén thé gidi day manh phat
trién. Ly thuyét vi tri nghién ctru dé tim vi tri cua
mot vat thé hay mét co so vat chét sao cho ham muc
tiéu dat gia tri t6i vu. Dé d& hinh dung, co thé 1dy vi
du nhu bai toan xdc dinh vi tri cia mot diém trén
mit phang dé tong khoang cach tir diém do6 dén ba
diém cho trudc 14 nho nhat, day ciing 1 bai toan vi
tri dau tién duoc dua ra bdi Fermat mot cach khong
chinh thirc vao khoang thé ki XVII. Ly thuyét vi tri
¢6 ng dung rat 16n trong nhiéu linh vic nhu hoach
dinh kinh té, chinh sach x hoi, quan sy qubc phong,
cong nghé thong tin,... Do d6, bai toan vi tri dd nhan
dugc sy quan tAm nghién ctru cua nhiéu nha khoa
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hoc. Trong linh vuc nay, co nhiéu khai niém vi tri
duogc nghién ctru tiy vao cac nhu cau, bdi canh trong
thue té, mot s& khai niém c6 thé ké dén nhu: diém
trung tam, diém trung vi co thir tu, cac bai toan co
lién quan dén dit liéu xéac suit, cac bai toan can
bang, ...

Qua nghién ctru cac bai toan vi tri median trén
do6 thi, nguoi ta thiy rang trong s6 thong thuong
(exactly vertex weights) chua thé giai quyét nhiéu
bai toan thyc tién. Do d6, mot huéng phat trién méi
dugc quan tim trong nhimg nim gan day do 1a bai
toan vi tri véi trong s6 dinh mang gia tri tap hop.
Day 1a mot hudng tong quét cho bai toan 1-median,
& do, cac dir lidu vé trong sd c6 thé bién thién trong
mot pham vi nhit dinh. Bai toan 1- median véi trong
sb dinh tap hop va bai toan t8i wu da muc tiéu c6 mot
s6 diém twong dong nhau, nhu dic trung vé trong sb
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& dinh, thuat toan dé giai. Pa c6 mot sb tac gia voi
céc cong trinh gan voi chu dé cua bai bao nay, nhu
Hamacher et al. (1999) véi bai toan 1 - median da
muc tiéu trén dd thi cay, Kalcsics et al. (2014) voi
bai toan p —median da muc tiéu trén dd thi tong quat.
Bai toan 1 — median vdi trong sé dinh tap hop 1a mot
bai toan thudc linh vy t6i wu t6 hop, day 1a mot chu
dé thu hat nhiéu nha nghién ciru trong thoi gian gan
day (Giinther et al., 2019; Khan et al., 2015).

Trong bai béo nay, cac van dé lién quan dén “bai
toan vi tri trén cdy vdi trong s6 dinh hinh tron” dugc
trinh bay theo cau trac sau: O phan dau, cac thong
tin so lwoc vé van dé nghién ctru da dugc gidi thidu.
O phan tiép theo, trinh bay mot s6 dinh nghia, cac
khai niém va cac cong thirc tinh toan lién quan dén
phan tap hop. Ké tiép, viéc so sanh hai hinh tron
duogc xem xét. Sau d0, dinh nghia bai toan 1- median
trén cdy voi trong s6 dinh hinh tron cung céc tinh
chat nghiém va thuat toan lién quan. Cudi cung 1a
phan két luan van dé va tai liéu tham khao.

2. CAC KET QUA CO BAN

Phan nay 14 diém lai va xay dung mot s6 két qua
co ban vé cac phép tinh trén hinh tron va phép so
sanh hai hinh tron. Sau d6, khai niém vé bai toan 1-
median véi trong sb dinh hinh tron s& dugc néu lai.

2.1. Cac phép toan trén tap hgp va so sanh
hai hinh tron

Trong khong gian thuc R” cho hai hinh tron S .
va § ,voi )\ € R, ta dinh nghia tich ciia mot s0 voi

mot hinh tron va tng hai hinh tron nhu sau:

AS, ={\a:a€8},

S+, = {a +b:ae€S,be SQ},(téng
Minkowski)

Mot cach tong quat, ta co:

i/@.Si ={i/1iai ja; € Sl}
i=1

i=1
trong d6, A € R va Si la cac hinh tron trong
R? véimoi i € {1,...,]{:}.
Nhin chung, ta khong c6 cach nao xac dinh hinh

dang cu thé cta tong hai tap hop (Pasko et al., 2003).
Tuy nhién, doi vdi da giac, ta c6 mot thuat toan xac
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dinh tong hai da gidc dugc dé xuat boi Agarwal et
al. (2002), De Berg et al. (1997). Déi v6i hinh tron
ta ciing chimg minh dugc rang tong ctia hai hinh tron
hodc tich ctia mot s6 véi mot hinh tron 1a mot hinh
tron.

Ménh d& 2.1.1 Trong mdt phdng toa dé, cho hai
tdp hop Sl va 52 la hai hinh tron dwoc xdc dinh

5, ~{lwr)em s (x-af +(r-) <}
S, = {(x,y)e R’ : (x—c)z +<y—d)2 < R;}

Khi @6, tong Minkowski S + 8, cing la mot

hinh tron va dwoc xac dinh boi:
s [ oo e <l 2}

Chtrng minh
Dat
S = {(x,y) eR": (z —(a+ (:))2 + (1/ —(b+ d))2 < (R1 + RZ)Q}.
Ta xét hai diém bit ki Afz,y,]€S,
B(z,.y,) €8, ki do:

(xA B a)2

(xB — c>2 + (yB — d)2 < R;.

+(y, —b) <R,

Ta dat C=A+B thi
C= (a:A +2z,,y, +y3) €S +5, va

e, o)~ oo #llw, +0,) o+
< 1t =), +(s, =), ]

<R'+ R} +2.|R’.R]
bat déng thirc Bunhiacopxki).

= (R1 + RZ)Q(do

SuyraC € S hay S + 5, C S. (1)

Gia st M(z,y )€S, ki d§

3t € [0,1), 3¢ €[0,27]
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a,—i—c—i—t(Rl +R2)Cosg0,
b+d—|—t(R1 +R2)Sing0

bat A= (a +tR cosyp, b + tR sin cp),
B= (c—f—tR2 cosp,d +tR singo) ta co
A+B=M. Ma AeS,BeSs, nén
MeS +8 ,suyra§CS +5. (2)

Tu (1), 2)suyra S=S +S,. |

Ménh dé2.1.2 Trong mdtphcing toa do, cho hinh
tron S duge xic dinh boi tam 1 (a,b) va ban kinh
R :

S =

{(wr)em  (v-a) < (-0) < v},
Khi d6, véi moi A € R, tip hop NS la hinh
tron dwoc xdc dinh béi tam 1 ’(/la, /lb) va ban

kinh M R:

i5 = {(ss) €& (s-a) = - ) < (s}
Chtrng minh
Dit

7= () e & (o= 2a) + (- 20) < (ar) ]

V6i A = 0 thi A\S = O (gbc toa d6) va ménh
dé ding. Ta xét truong hop A = 0.
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Véi moi A(xA,yA) € S, taco:

(ry o) + (o, 0] < ®

=\

(¢, —a) +(y, - bﬂ < NR.

2

= (Az, = Xa) + Ay, — M) <(AR)
Suyra A\AeT.
vay AS C T.

Nguoe lai, voi  M(z,.y, €T i

2

(2 = 2a) + (3, =) <(\R)

2 2

= 7|12 —af | )| < (AR)
A
2 2
:(_j (y_ ] <R
A A
X
Suyra N —M,y—M €eSvaM=M\N
Do ddo T C\S.
Vay T =AS . |

Ménh d& c6 thé duoc tong quat hoa cho trudng
hop qua ciu trong R”. Hinh 1 minh hoa hinh tron
S3 1a tong ctia hai hinh tron S1 va Sz.



Tap chi Khoa hoc Truong Pai hoc Can Tho

Tdp 57, S6 54 (2021): 58-69

0 1 2 3 4
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6 7 8 9 10 1 Y

Hinh 1. Téng ciia hai hinh tron trong khong gian hai chiéu

Tiyé'p theo ta diém qua mot s6 ndi dung trong linh
vuc toi uu tap.

Mot tap hop C' 1a mot hinh nén trong R” néu
voibatky x € C' vat > 0 kéotheo tx ciing nam
trong C' . Hon thé nita, néu C+C c C thi hinh nén
C' 14 16i. Ta luén xét hinh non 16i tir day vé sau.
Cho truéc mot hinh nén C' | ta dinh nghia quan hé

ctia hai vecto y va 2 trong R nhu sau.
y<,z2ez—yel.

Quan h¢ nay dugc goi 1a quan hé tién tht tu vi
nd co tinh chat phan xa va bac cau. Sau khi thiét 1ap
quan hé cia hai diém, ta s€ dinh nghia quan hé cua
hai tap. Ta néi S < S, néu voi bat ky a, trong
52, thi ton tai a, trong 51 sao cho a < a . Mt
khéc, ta co thé noi rﬁng S <8, néu va chi néu
S, 8 +C. Ngoai ra, ta ciing c6 thé dinh nghia
quan hé 21 nhusau: S > S < S < S.Rorang

quan hé méi duge dinh nghia van giit nguyén céac
tinh chat cua quan h¢ ban dau, do do, vé sau ta c6
thé tu do sir dung mét trong hai quan hé tiy vao tinh
hudng thuan tién.

s={r=(s.2)
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Tiép theo, ta xét khai niém bién Pareto cia mot
tap. Cho hai vecto & va y trong Rd, ta noi rang
hai vecto & va 3 khéng so sanh dugc véi nhau néu

khong c6 x <, y lan y < 2. Ngoai ra, ta ki
higu z <, y déchi z <, y va z = y. Tabitu

dién bién Pareto ctia tap S bang:
.<S)Par = {x €S:Aye S,y < x}

Ta bibt ré‘mg Sl < S2 néu va chi néu
(5’1) < (SZ) (Hamacher et al., 1999). Tu do, ta
Par Par
dinh  nghia 8 <, 8, néu va chi néu

(Sl )Par SZ (SZ )P‘dr va (Sl )Par = (SQ)PaI.. Hon nira,
néu 51 < 52 va 52 < S1 thi 51 ~, 52 va ta

n6i rang hai tip bang nhau theo quan h¢ < , - Trong

waimghon (5)_ /(5w (5.), (5],

thi ta noi hai tap S, S, khong so sanh dugc véi
nhau.

2.2. So sanh hai hinh tron

Trong phan nay, ta tip trung nghién ctru cac hinh
tron duong:

(2, —a) + (2, —b) <R2,a—R>O,b—R>O},
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véi quan hé so sanh trén nén Ri gdm céc vecto
a=(a,a,), trong d6 o, > 0,vi = 1,2, tir do tim
diéu kién can va da dé hai hinh tron so sanh duoc
v6inhau theo quan hé Sl nhu da dé cap. Trudc tién
ta ¢4 nhan xét sau: v6i hinh tron duwong S’ cho truée,
tap bién Pareto ciia § mg vdinén R’ 14 phan bién
ctia hinh tron & géc mot phan tu thir ba. Tap bién
Pareto cua hinh tron S & Hinh 2 1a phan bién cua
S duoc vién dam.

z

& 0 o N o

w

1 2 3 4 5 6 7 8%Y

Hinh 2. T4p bién Pareto cia S

LP<S> =minz , BP(S) = miny ,

AeS AeS

Pit
véi A = (xA,yA).

M¢énh dé 2.2.1 Cho hai hinh tron dirong S, S,
Khi d6 néu S, < s, thi LP(S,)<LP(S,) v
BP(S) < BP(S,).

Ménh dé cho ta diéu kién can dé hai hinh tron so
sanh dugc vdi nhau, tuy nhién, day khong phai la
diéu kién du. Mot truong hop khong thoa man dugc
minh hoa thong qua Hinh 3 vi hai hinh tron da cho
thoa Ménh d¢ 2.2.1 nhung rd rang khong so sanh
duoc voi nhau.

1 2 3 4 5 6 7 8 Y

Hinh 3. Hai hinh tron khéng so sanh dwgc
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Ta sé tim di€u kién da d¢ hai hinh tron so sanh
duoc voi nhau.

Ta c6 quan sat sau (Hinh 4):

)

Hinh 4. Khoing cich lén nhat tir /| dén S,

Cho hai duong tron S , S, . Khi d6 duong thang
di qua hai tam / , I (tuong ting véi hai hinh tron
S, 8,) cit duong tron S, tai hai giao diem thi
khoang cach tir 1 . dén giao diém xa hon 1a khoang

céch 16n nhét tir I dén mot diém bat ki trén S,.

Ménh dé 2.2.2 Cho hai hinh tron dwong S1 , Sz'
Khids S, <, S, khiva chikhi LP(S) < LP(S,)
, BP (Sl> < BP <52> va hai giao diém trén SQ
duoc tao thanh boi dwong thang qua hai tam déu

A 2
thugc (S/ )PW +R.

Chirng minh:

D& thiy khi S| <, S, thi theo dinh nghia
VyeS,dre s 1z SRi y nén chiéu thuan
ctia ménh d¢ 14 hién nhién. Gia str diéu kién du duoc
thoéa man, theo nhan xét vira néu, ta suy ra moi di€ém
trong S, déu thudc (51) +R?, dan dén

Par

S, <, S, u

Pé thuén tién cho cac tinh toan vé sau, ta thiét
lap cong thuc dya trén dicu kién da néu. Cho hai
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hinh tron 5, co tam /, (a,,b, ) vabankinh R,, S,

c6 tam 1 (aQ,bQ) va ban kinh R, (Hinh 5). D&
thy ring LP(S)=a ~R, BP(S)=0b —R.
Ngoai ra, ta ciing nhan xét rang v6i hai hinh tron

5.5, ¢ LP(S)<LP(s,). BP(S,)< BP(S,)

va tim ]2€a1+R2+ hoic I2€b1+R2+ thi ta co
ngay S < S,.

.U.

H.

I | |

b 1 L

- LT \

5 o \

4 lr___i;____'|________‘“_\,,___

: | 'R] : ),."I <of_.l:

) NS

I_ EJ|—R]

1 2 3456 7 & 91

Hinh 5. Hai hinh tron dwong S, S, véi
S <18,

Trong truong hop nguoc lai, néu tam [ , khong
nam trong hai mién néi trén thi ta sir dung diéu kién
& Ménh d¢ 2.2.2. Chu y rang lic nay a, < a,,

b2 < b1' Bang cac phép tinh so cap ta co thé tim
duoc toa do cta hai giao diém A, B cua I 1, tuong
Umg v6i hai duong tron S, S sao cho hoanh do cua

hai giao diém nay bé hon so véi hai giao diém tuong
ung trén cung duong tron. Cu thé, ta tim dugc:

Ala, +(a, —al).%,bl +(b, —bl).%],
B a2+(a2—a) (bz_b1)'%]’

)

véi M = (a —a
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Nhu vay, trong truong hop tim [, khong nim &
mot trong hai mién a + Ri va b + Ri thi ta
phii c6 B € A+ R’. Pidu kiegn Be A+ R’
tuong duong
a, —a

\NM
bZ B bl
b, —b + (R,-R)=>0

Jur

Toém lai, vdi hai hinh tron S, S2 nhu da néu, ta

a, —a + l(RQ*RJZO

¢6 S <, S khivachikhi LP(S ) < LP(S,) va
BP(SI) < BP (S) va thoa it nhit mot trong ba

diéu kién sau:
1) a,<a,.

2) b <b,.

a2—a1+a2_al<R2—R1)20

Jm

bQ—lerb?_bl(Rz—Rl)ZO'

Jm

Vi du 1 Ta xét hai hinh tron Sl va 52 trong

3)

Hinh 6, & d6 hinh tron S| ¢6 vién nét lién va hinh

tron 52 ¢6 vién nét dut.

Hinh 6. Hai hinh tron trong mit phing
Vi phuong trinh téng quat cta hai hinh tron 1a:

S, :(x—3) +(y—3) <4.
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S

2

2 2
:(x—Q) —|—(y—2) <0.64.

Tir phwong trinh téng quat trén, ta c6 hinh tron
S, cotam I (3, 3) ,ban kinh R, = 2, hinh tron

S, c6 tam I, (2,2>,bén kinh R, = 0.8.

Suy ra

LP(S,)=1,
LP(S,)=12 BP(S,)=12

BP(S)=1,

Dods LP(S) < LP(S,), BP(S.) < BP(S,).

2 2
Vi 3=a,>a,=2,3=0b >0, =2ta
co

a, —q

NIY3

a,—a, + .(RZ—RI)

a,—q
=a,—a + .(RZ—R,)
J(a,-a ) +(b,~b)
-3 (0.8-2)

=(2-3)+
J

(2-3)" +(2-3)’

zﬁ <0 (khong thoa diéu ki¢n).

Suyra S %Sz . Tuong tu, LP(S)) > LP (Sl>

nén SZ%SI.

Vay hai hinh tron 51 va SQ khéng so sanh dugc
v&i nhau.
Ménh dé 2.2.3 Véi bat ky cac hinh tron dwong
S],SZ va S3, ta cé
) kS, < 1S, v6i 0 <k <L

1
35~ S, & 8, ~, 25,

ii)
iii)

trong do, ~ € {<,_<}.

S] Nl S2<f'> S] +S3 Nl SZ +S3’
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Chirng minh

Ta chimg minh ménh dé véi truong hop ~=<,
cac truong hop khac chirng minh twong tu.

() Vi 0 <k <1l va A(a,,a,) la tam cia
hinh tron S, , suy ra /4 — kA ¢ R* . Hon thé nita, voi
R, 1a ban kinh S
I(a,~R;a,—R)—k(a,~R;a,—R)eR’ suy
LP(kS,) < LP(iS,) va BP(kS,)<BP(IS,). Vay
kS, <, 1S;,véi 0<k <I.

cua hinh tron thi

ra

(i1) Ta chiing minh tuong tu nhu (i).
(iii) D& dang chimg minh dugc néu S, <, S, ,

ta c6 S +85,5,5,+S,. Miat khic, néu

S$+85, 5,8, +8;, tagia sa S1§{Sz nén ton tai

2
4

(y+z)-(x+z)¢R2 voi zeR:. Khi do

xeS, va yeS§, saocho y—x g R’ , suy ra

S, +8,£,S, + S, (mau thudn véi gia thiét). Vay
phat biéu (iii) 1a dung. |

2.3. Bai toan 1 — median

Trong muc ndy, ta md ta bai toan 1-median véi
trong so dinh hinh tron. Cho mot d6 thi cay
T(V, E) ,trong d6 V' 1a tap cac dinh cua db thj va
E 1a tap cac canh. Ta x4c dinh mdi dinh v € V
v6i mot trong sb dinh hinh tron (dwong) S ,» tuong
tu, mdi canh ¢ € F ung véi do dai l(e). Vi mot
diém 0 ndm trén dd thi, ta ki hiéu d(v, 9) dé chi
d6 dai duong di tir dinh ¥ dén diém 0. Bai toén 1-
median c0 dién di tim mdt diém p sao cho toi thieu
hoéa ham muyc tiéu: F(@) = Zw d (1;79)7 trong

veV

do, w, la trong s6 dinh V. Pa c6 mot sd két qua
kinh dién cho bai todn nay, c6 thé ké dén nhur:
Hakimi (1965) chi ra ton tai mot dinh v, € V' sao
cho ham muyc tiéu dat gi tri nho nhat, diéu kién can
va du cua dinh 1-median (Kariv & Hakimi, 1979),

thuat toan dé giai bai toan (Goldman, 1971; Kariv &
Hakimi, 1979).
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Trong trudng hop bai todn 1-median cé trong
s dinh hinh tron, ta tim diém 6 dé tdi thiéu hoa
ham muc tiéu F(@) = ZS d (U,@). Do S 1a
v v
veV
tap hop nén, nhu két qua & phan trén, gia tri cia ham
muc tiéu tai mdi diém 6 1a mot tip hop véi

F(0) = {Z v.d(v0):z € A“}.Vdi the  ty

veV

<, nhu da trinh bay, ta tim 6 € T sao cho khong
tntai @ dé F(0) < F(6,) (*). Tanéi mot diém
6, nhu viy 1a mt diém hitu higu trén cay. Dé tién

phat biéu, sau ddy ta goi bai toan 1-median v&i trong
s0 dinh hinh tron la MPC (1-Median Problem with
Circular Vertex Weights).

3. TINH CHAT CUA NGHIEM TOI UU VA
THUAT TOAN

Trong phan nay, tinh chat ciia diém hitu hi¢u trén
db thi cay dugc nghién ctru. Dau tién, ta nho lai ring
quan h¢ so sanh ma ta dang xét 1a trén tap hop, do
d6 c6 thé xay ra truong hop cac ham muc tiéu tai
mét sb dinh khong so sanh dugc véi nhau. Nhu vay,
trong bai toan MPC, ta s& dat muc tiéu tim tat ca cac
dinh sao cho ham muc tiéu tai cac dinh d6 thoa diéu
kién (*) va khong so sanh dugc vdi nhau va do sé 1a
dinh hitu hiéu. Tuy nhién, dén liic nay ta chua thé
khang dinh rang chi c6 cac dinh ctia d6 thi méi thoa
diéu kién nay, ta s& xem xét cho cac diém trén do
thi. Ngoai ra, con mot sd tinh chat quen thudc cia
bai toan 1-median c6 dién ciing dugc nghién ctru.

Trude khi xem xét chi tiét, ta dat 7 (u) 1a tap hop

tat ca cac cay con duogc tao thanh khi x6a diém U
trén do thi.

Ménh dé 3.1 Néu ton tai mot ciy con
1 .
T & r(u) sao cho — W < W(T) voi mot dinh
1 2 ! 1
u, thi khong c6 diém hitu hiéu cia MPC trong

T\T

IE
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Chirng minh

Nhu trong chimg minh ta s& thé‘y rang ménh dé
ding v&i mot diem U bat ki trén do thi (di€ém hodc
dinh), tham chi v6i U la mot dinh, chirmg minh sg
tong quat hon. That vay, khi U la dinh, goi .70 1a
bac cta dinh u, khi do ta xéa dinh U this€ c6 N
cay duoc thanh, dat

T(">:{TNTZ’“"Tn}‘ Ta ciing goi N dinh

con tao ta la
Upy..., U, twongung trénciccaycon T),..., T la
cac dinh ké v6i dinh U trén dd thi cdy T'. Theo gia
5 1
thiét, T1 € T(U) thda —W < W(Tl>, ta sé
2
chimg minh ring F(ul) < F<u)
Pit
F:q, (uk> = Zwv.d(v,uk>,Vk =1n.

Ve,

Khi

do:

S () + 20w (4, ) + ) 4w (u) ).

Béng céc phép bién d6i don gian, ta co:

)= F(u) - w(T) = w() = w(T) -

—w(T)—w (u)

]d(uu)

Tir gia thiét, ta suy ra F<u1> < F(u) Tuong
ty, ta chimg minh dugc véi moi v & T, thi

F <v> >, F (u] ), do d6 ta c6 két luan cua ménh dé.
|

Ménh dé 3.2 Cho hai dinh ké u,v trong ciy T
sao cho U la dinh hitu hiéu cua MPC va U khong
phai la dinh hitu hiéu. Khi do, moi diém nam giita

U va U déu khong phdi la diém hiru hiéu.

Chirng minh
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Taay
ey
________
"y

0
.....
........

Hinh 7. Chia cay 7" thanh hai ciy con T va T,

Theo dinh nghia, ta c6 F(v) >, F(u). Ta
chia cay 7" thanh hai cAy con nhu hinh bén dudi:

Ta co:

FW)=F,W+F W)+ w(T, ).d(u,v)
F(u)= FT2 v)+ FTl (u)+ W(Tz).d(u,v)

Vi F(v)> F(u) va d(u,v) eR" nén
w(T)> w(T,).
Goi € 1a mot diém bét ki ndm gitra #,V. Khi

d6, véi cac ki hiéu nhu trong chirng minh Ménh dé
3.1, ta co:

F(0)= F; (v)+w(T,).d(v.0)
+F; (u)+w(T1).d (u,@).

=F)+x[w(T,)-w(T,) ], véi x=d (,0).

Tir (*) suy ra F ()<, F(v). Tuong tu, ta
chirng minh dugc: F(”)<1 F(6).

Vay F(v)> F(0)>, F(u). [

Hé qua 3.3 Néu ton tai diém 6 nam giira hai
dinh lién k& u,u’, trong do, ¥ va @ 1 hai diém
hiru hiéu thi u cling la diém hitu hiéu.

Ménh dé 3.4 Néu hai diém 0 va 0’ la cac diém
hitu hiéu, thi bat ky diém ndo nam trén duong noi
hai diem do ciing la diém hitu hiéu.

Chirng minh
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Vi @ va @ 1a hai diém hitu hiéu nén ta co
\ / N
F(@) ~, F(@’) hodc F(G) va F(@ ) khong so
sanh dugc v6i nhau. Khi d6, véi p 1a mot diém bét
ki ndm gitta @ va @’ va tinh chat cia F (p) nhu
dd néu & ching minh ménh dé 3.2, taco p la diém
hiru hiéu. B
Tir cac tinh chit vira néu, ta nhan xét r.':flng néu
chi ton tai mot dinh hiru hi€u thi tat ca cac dieém con
lai ctia d6 thi déu khong phai la di€ém hitu hi¢u, néu
¢6 nhiéu hon mot dinh hiru hiéu thi tat ca cac diém
nam gitta cac dinh hiru hi€u déu la diém hiru hiéu.
Hién nhién khong thé xay ra truong hop ton tai diém
hitu hiéu ma khong ton tai dinh hitu hiéu.

Pinh ly 35 Cho mot dinh UV vdi

T(U) = 7:71“2,...,1;}, néu %ng W(T) vG1 moi
1t =1,...,k, thi ¥ 1a mét dinh hiru higu ciia cay.
Chirng minh
thiét

T gia !
o gia Qng W(T) suy ra

Lwe W (7 T). Khi dé, 13p lai ching minh &
5 ;

Ménh & 34, o F(v) <, F(v),Vi=1Lk

trong do, v, la dinh ké voi U va thudc cay TZ T
do6, ta suy ra U la dinh hru hi¢u cua MPC.
|

Bay gio ta s& dua ra mot thudt toan dé giai quyét
MPC trén cay T . Y tuéng cia thuat toan dwa vao
cac tinh chat da néu, cu thé 1a ta sé tim ra tat ca cac
dinh hiru hiéu cuia MPC da cho. Tt d6 tap cac diém
hitu hiéu s& 1a dd thi cdy con 7'/ cua cay T ndi cac
dinh da tim duoc.

Thuat toan: Giai bai toan vi tri 1-median véi
trong so dinh hinh tron

Input: Mot vi du vé bai toan 1-median trén cay
v6i trong so dinh hinh tron.

Luu caclacta T trong I'.

Pit trong s6 tai mdi dinh ¥ 1a S 14 hinh tron

tam 1 (a,,b, ) vabankinh R,.

Pat D = & la tdp tat ca cac dinh hitu hiéu.
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Tinh %W =% oy S, 1a hinh tron tam
[(CL, b) va ban kinh R.
while I = & do
if u € I" then
if a, —R <a—R va

b,— R, <b—R v ((a, <a hoge b, <D

hoac
a—a, + ¢ _(R-R)>0
\/(a - au)z —l—(b —bqﬁ)z
b—b + b0, (R-R)>0
\/(a 7%)2 +(bfbu)
then

Gan I':= F\{u} va S =848
véi 2 ladinh cha cia U vaxoacanh (Z, U) .
if z 1a 14 then
r=ru {z}

end if

else

Gan

D=1 {u}.

end if

D= DU{uf

va

end if
end while
Output: Tap hop D cac dinh hitu hiéu.
Tiép theo, ta s€ xem xét d§ phuc tap cua thuét
toan. Trong moi lan 1ap lai, ta x@ 1y trén mot dinh

cua cay, do do co nhiéu lan lap lai tuyén tinh. Trong
moi vong 1ap, ta tinh tong cua hai hinh tron ton thoi

gian O (1) va so sanh ham muc ti€u vai %W cling
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can thoi gian 0(1). Do d6, d6 phitc tap tong thé 1a
O(n)

Dinh Iy 3.6 Bai todn MPC trén cdy vdi trong s6
dinh 1a hinh tron c6 thé dugc giai quyét trong thoi

gian O (n) .
Thuat toan 2 dugc minh hoa trong vi dy sau day.

Vi du 2 Xét mot vi du cia MPC trén mot cay T’
nhu trong Hinh 8. Trong s6 ctia dinh v, duge ky

higu boi S, v6i 1 = 1,...,6. M0 ta chi tiét thong

qua hinh 4nh lién quan dén céc hinh tron S, voi

1 =1,...,6 ciing dugc thé hién nhu sau:

v v
1 \1 1/ 5

V2 — Y4
v3 1 1 "o
Hinh 8. Vi du vé bai toan MPC
Trong s6 ctia mdi dinh dugc thé hién nhu sau:

S

1

S = {(g;y) eR:(v—2) +(y—2) < 12},
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S, = {(xy) eR*:(c—5) +(y-3) < 1.5‘2}-

Piu tién, ching ta tinh duwoc W = Zl::] S
hinh tron ¢6 tam 7 (20;18) va bén kinh R =8.5,
1 /
suy ra — W 1a hinh tron ¢6 tdm [ (10; 9) va ban
2

kinh R'=4.25. Ta bit diu véi cic la

V)5 Uyy Vg, Uy -

Vi dinh v, ta co

a, —R =1<57=a'-R'
b—R =1<475=b'-R'

vaa =2<10=a'
1 y
Suyra S, < EW' Do d6, ta thiét 1ap

S, =28, +5,
- {(xy) eR*:(c—5) +(y—6) < 32}
va =T\ {ful} {v v,,vb}
Vi dinh v, , ta cling c6 thé kiém tra dugc rang

1
S, <, =W .Dodo,
C2

S =5 +8

- {(a:y) eR :(z-7) +(y-9) < 42}
val = (F\{UB})U{UQ}:{U v,,vﬁ}
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Véi dinh Uy, ta co
b2—R2:5>4.75:b'—R' suy ra

3 %w. Do d6, ta thiét 1ap

D::DU{UQ} :{vz}va r=r\{y}={v.0}.

Tuong ty, véi dinh v, ta kiém tra duoc

5. < L. Do d6, ta thiét 1ap
2

va = P\{vs} = {vﬁ}.

Véi dinh v,

s,=5 48 ={r)em (-] +(v-0) <}

, ta kiém tra duoc S <, %W Do

do, ta duoc

S, =5 +8 = {(zy) eR :(z—13) +(y-9) < 4.5“’}

vaT =0\ {o,})U{o,} = {v,}

Véidinh v, ta kiém tra duoc rang S, /{ l%w.
Do d6, D = {2, 4}vaI‘ {@}

Cubi cing, ta duoc tap D = {02,1)4} l1a cac
dinh hitu hiéu. Theo ménh d& 3.3, duong ndi

P(v,,v,) chira céc diém hiru higu.
4. KET LUAN

Bai bao nay d nghién ciru van dé vi tri mang co
s& don 1é v6i su két hop dé toi vu hoéa gia tri tap hop.
Céc dinh trong db thi v6i trong sb dinh mang gia tri
hinh tron dwong dwoc xem xét. i v6i véan dé trén
dd thi cay, cac két qua ciia Goldman va Hamacher
trong bdi canh trong sb mang gia tri tdp hop dugce
m¢ rong. Thude tinh nay giap phat trién hiéu qua
thuét toan cho cac van dé lién quan trén cdy. Lién
quan dén t6i wu hoa gid tri tap hop, toi wu hoa gié tri
t6 hop chéc chin 1a mot mé hinh méi. Vi véy, cac ¥
tuong vé md hinh nay trong khoa hoc vi tri c6 thé
thiic day cac nghién ctru sau hon.
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