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ABSTRACT 

In this paper, the 1-median problem with the solid circular vertex weights 
is considered. The set operations according to the Minkowski sum are 
introduced. Then, optimal criterion for a vertex that is a 1-median of the 
trees with solid circular vertex weights is given. Based on the result, an 
algorithm to solve the 1-median problem with solid circular vertex 
weights is proposed. 

TÓM TẮT 

Trong bài báo này, bài toán vị trí 1-median được xem xét với trọng số 
đỉnh hình tròn. Đầu tiên các phép toán tập hợp theo nghĩa Minkowski 
được giới thiệu. Sau đó, điều kiện tối ưu cho một đỉnh 1-median trên cây 
với trọng số đỉnh hình tròn được chỉ ra. Trên cơ sở đó, một thuật toán để 
giải quyết bài toán 1-median với trọng số đỉnh hình tròn sẽ được đề xuất. 

1. MỞ ĐẦU 

Lý thuyết vị trí là một lĩnh vực khoa học ứng 
dụng, đã được quan tâm từ thế kỉ XVII. Ngày nay, 
lý thuyết vị trí trở thành một hướng nghiên cứu quan 
trọng, được nhiều nơi trên thế giới đẩy mạnh phát 
triển. Lý thuyết vị trí nghiên cứu để tìm vị trí của 
một vật thể hay một cơ sở vật chất sao cho hàm mục 
tiêu đạt giá trị tối ưu. Để dễ hình dung, có thể lấy ví 
dụ như bài toán xác định vị trí của một điểm trên 
mặt phẳng để tổng khoảng cách từ điểm đó đến ba 
điểm cho trước là nhỏ nhất, đây cũng là bài toán vị 
trí đầu tiên được đưa ra bởi Fermat một cách không 
chính thức vào khoảng thế kỉ XVII. Lý thuyết vị trí 
có ứng dụng rất lớn trong nhiều lĩnh vực như hoạch 
định kinh tế, chính sách xã hội, quân sự quốc phòng, 
công nghệ thông tin,… Do đó, bài toán vị trí đã nhận 
được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà khoa 

học. Trong lĩnh vực này, có nhiều khái niệm vị trí 
được nghiên cứu tùy vào các nhu cầu, bối cảnh trong 
thực tế, một số khái niệm có thể kể đến như: điểm 
trung tâm, điểm trung vị có thứ tự, các bài toán có 
liên quan đến dữ liệu xác suất, các bài toán cân 
bằng,… 

Qua nghiên cứu các bài toán vị trí median trên 
đồ thị, người ta thấy rằng trọng số thông thường 
(exactly vertex weights) chưa thể giải quyết nhiều 
bài toán thực tiễn. Do đó, một hướng phát triển mới 
được quan tâm trong những năm gần đây đó là bài 
toán vị trí với trọng số đỉnh mang giá trị tập hợp. 
Đây là một hướng tổng quát cho bài toán 1-median, 
ở đó, các dữ liệu về trọng số có thể biến thiên trong 
một phạm vi nhất định. Bài toán 1- median với trọng 
số đỉnh tập hợp và bài toán tối ưu đa mục tiêu có một 
số điểm tương đồng nhau, như đặc trưng về trọng số 
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ở đỉnh, thuật toán để giải. Đã có một số tác giả với 
các công trình gần với chủ đề của bài báo này, như 
Hamacher et al. (1999) với bài toán 1 - median đa 
mục tiêu trên đồ thị cây, Kalcsics et al. (2014) với 
bài toán p – median đa mục tiêu trên đồ thị tổng quát. 
Bài toán 1 – median với trọng số đỉnh tập hợp là một 
bài toán thuộc lĩnh vực tối ưu tổ hợp, đây là một chủ 
đề thu hút nhiều nhà nghiên cứu trong thời gian gần 
đây (Günther et al., 2019; Khan et al., 2015). 

Trong bài báo này, các vấn đề liên quan đến “bài 
toán vị trí trên cây với trọng số đỉnh hình tròn” được 
trình bày theo cấu trúc sau: Ở phần đầu, các thông 
tin sơ lược về vấn đề nghiên cứu đã được giới thiệu. 
Ở phần tiếp theo, trình bày một số định nghĩa, các 
khái niệm và các công thức tính toán liên quan đến 
phần tập hợp. Kế tiếp, việc so sánh hai hình tròn 
được xem xét. Sau đó, định nghĩa bài toán 1- median 
trên cây với trọng số đỉnh hình tròn cùng các tính 
chất nghiệm và thuật toán liên quan. Cuối cùng là 
phần kết luận vấn đề và tài liệu tham khảo. 

2. CÁC KẾT QUẢ CƠ BẢN 

Phần này là điểm lại và xây dựng một số kết quả 
cơ bản về các phép tính trên hình tròn và phép so 
sánh hai hình tròn. Sau đó, khái niệm về bài toán 1-
median với trọng số đỉnh hình tròn sẽ được nêu lại. 

2.1. Các phép toán trên tập hợp và so sánh 
hai hình tròn 

Trong không gian thực d  cho hai hình tròn 
1
S  

và 
2
,S với ,l Î   ta định nghĩa tích của một số với 

một hình tròn và tổng hai hình tròn như sau: 

{ }1 1
: ,S a a Sl l= Î

 

{ }1 2 1 2
: , .S S a b a S b S+ = + Î Î (tổng 

Minkowski) 

Một cách tổng quát, ta có:                     

                                                       

1 1

:
k k

i i i i i i
i i

S a a S 
 

 
  
 

                                                     

trong đó, 
i

l Î   và 
i
S  là các hình tròn trong 

d  với mọi { }1,..., .i kÎ   

Nhìn chung, ta không có cách nào xác định hình 
dạng cụ thể của tổng hai tập hợp (Pasko et al., 2003). 
Tuy nhiên, đối với đa giác, ta có một thuật toán xác 

định tổng hai đa giác được đề xuất bởi Agarwal et 
al. (2002), De Berg et al. (1997). Đối với hình tròn 
ta cũng chứng minh được rằng tổng của hai hình tròn 
hoặc tích của một số với một hình tròn là một hình 
tròn. 

Mệnh đề 2.1.1 Trong mặt phẳng tọa độ, cho hai 

tập hợp 
1
S  và 

2
S  là hai hình tròn được xác định 

như sau:  

( ) ( ) ( ){ }Î £
2 22 2

1 1
S = x, y : x - a + y - b R ,  

( ) ( ) ( ){ }Î £
2 22 2

2 2
S = x, y : x - c + y - d R .  

Khi đó, tổng Minkowski 
1 2
S S+  cũng là một 

hình tròn và được xác định bởi: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }a c b dÎ + + £
2 2 22

1 2 1 2
S +S = x,y : x- + y- R +R .  

Chứng minh 

 Đặt 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
2

1 2
, : ( ) ( ) .S x y x a c y b d R R= Î - + + - + £ +  

Ta xét hai điểm bất kì ( ) 1
, ,
A A

A x y SÎ

( ) 2
, ,
B B

B x y SÎ  khi đó: 

( ) ( )2 2 2

1
,

A A
x a y b R- + - £

( ) ( )2 2 2

2
.

B B
x c y d R- + - £  

 Ta đặt C A B= +  thì 

( )
1 2

,
A B A B

C x x y y S S= + + Î +  và: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

A B A B
x x a c y y b d+ - + + + - +é ù é ùë û ë û  

( )( ) ( )( )2 2

1 2
2

A B A B
R R x a x c y b y d£ + + - - + - -é ùë û  

( )22 2 2 2

1 2 1 2 1 2
2. .R R R R R R£ + + = + (do 

bất đẳng thức Bunhiacopxki). 

Suy ra C SÎ  hay 
1 2

.S S S+ Í      (1) 

Giả sử ( ), ,
M M

M x y SÎ  khi đó 

0,1 , 0,2 :t j p$ Î $ Îé ù é ùë û ë û  
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( )
( )
1 2

1 2

cos ,
.

sin

a c t R R
M

b d t R R

j

j

æ ö+ + + ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç + + + ÷÷çè ø
 

Đặt ( )1 1
cos , sin ,A a tR b tRj j= + +  

( )
2 2
cos , sinB c tR d tRj j= + +  ta có 

A B M+ = . Mà 
1 2
,A S B SÎ Î  nên 

1 2
M S SÎ +  , suy ra 

1 2
.S S SÍ +    (2) 

Từ (1), (2) suy ra 
1 2

S S S= + .                           

Mệnh đề 2.1.2 Trong mặt phẳng tọa độ, cho hình 

tròn S  được xác định bởi tâm ( )I a,b  và bán kính 

:R  

( ) ( ) ( ){ }2 22 2S = x, y : x - a + y - b R .Î £  

Khi đó, với mọi λ R,∈  tập hợp Sl  là hình 

tròn được xác định bởi tâm ( )I λa,λb¢  và bán 

kính λ R :  

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
2λS = x, y : x - λa + y - λb λR .Î  ≤  

Chứng minh 

Đặt 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
2, : .T x y x a y b Rl l l= Î - + - £  

Với 0l =  thì S Ol º  (gốc tọa độ) và mệnh 
đề đúng. Ta xét trường hợp 0.l ¹  

 Với mọi ( ), ,
A A

A x y SÎ  ta có:  

 ( ) ( )2 2 2

A A
x a y b R- + - £  

( ) ( )2 22 2 2

A A
x a y b Rl lé ù

 - + - £ê úê úë û
 . 

( ) ( ) ( )2 2 2

A A
x a y b Rl l l l l - + - £ . 

Suy ra A Tl Î . 

Vậy .S Tl Í  

Ngược lại, với ( ),
M M

M x y TÎ  thì 

( ) ( ) ( )2 2 2

M M
x a y b Rl l l- + - £ . 

( )
2 2

22 M M
x y

a b Rl l
l l

é ùæ ö æ öê ú÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç - + - £ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çê úè ø è øê úë û

 

2 2
2M Mx y

a b R
 

          
   

 

Suy ra ,M M
x y

N S
l l

æ ö÷ç ÷ç Î÷ç ÷÷çè ø
 và M Nl=   

Do đó .T SlÍ  

Vậy T S .              

Mệnh đề có thể được tổng quát hóa cho trường 

hợp quả cầu trong .d  Hình 1 minh họa hình tròn 

S3  là tổng của hai hình tròn S1  và S2 . 
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Hình 1. Tổng của hai hình tròn trong không gian hai chiều 

Tiếp theo ta điểm qua một số nội dung trong lĩnh 
vực tối ưu tập.  

Một tập hợp C  là một hình nón trong dR  nếu 
với bất kỳ x CÎ  và 0t >  kéo theo tx  cũng nằm 
trong C . Hơn thế nữa, nếu C C C+ Í  thì hình nón 

C  là lồi. Ta luôn xét hình nón lồi từ đây về sau. 
Cho trước một hình nón C , ta định nghĩa quan hệ 

của hai vecto y  và z  trong dR  như sau. 

.
C

y z z y C£  - Î
 

Quan hệ này được gọi là quan hệ tiền thứ tự vì 
nó có tính chất phản xạ và bắc cầu. Sau khi thiết lập 
quan hệ của hai điểm, ta sẽ định nghĩa quan hệ của 

hai tập. Ta nói 
1 2l
S S£  nếu với bất kỳ 

2
a  trong 

2
S , thì tồn tại 

1
a  trong 

1
S  sao cho 

1 2
.

C
a a£  Mặt 

khác, ta có thể nói rằng 
1 2l
S S£  nếu và chỉ nếu 

2 1
.S S C   Ngoài ra, ta cũng có thể định nghĩa 

quan hệ 
l

³  như sau: 
1 2 2 1

.
l l

S S S S³  £  Rõ ràng 

quan hệ mới được định nghĩa vẫn giữ nguyên các 
tính chất của quan hệ ban đầu, do đó, về sau ta có 
thể tự do sử dụng một trong hai quan hệ tùy vào tình 
huống thuận tiện. 

Tiếp theo, ta xét khái niệm biên Pareto của một 

tập. Cho hai vecto x  và y  trong ,d  ta nói rằng 

hai vecto x  và y  không so sánh được với nhau nếu 

không có 
C

x y£  lẫn .
C

y x£  Ngoài ra, ta kí 

hiệu 
C

x y<  để chỉ 
C

x y£  và .x y¹  Ta biểu 

diễn biên Pareto của tập S   bằng: 

.( ) { }
Par

: , .
C

S x S y S y x= Î $ Î < . 

Ta biết rằng 
1 2l
S S£  nếu và chỉ nếu 

( ) ( )1 2Par Parl
S S£  (Hamacher et al., 1999). Từ đó, ta 

định nghĩa 
1 2l
S S<  nếu và chỉ nếu 

( ) ( )1 2ar arlP P
S S£  và ( ) ( )1 2ar arP P

S S¹ . Hơn nữa, 

nếu 
1 2l
S S£  và 

2 1l
S S£  thì 

1 2l
S S»  và ta 

nói rằng hai tập bằng nhau theo quan hệ .
l

£  Trong 

trường hợp  ( )
1 ar lP
S £ ( )

2 arP
S  và ( )

2 ar lP
S £ ( )

1 arP
S  

thì ta nói hai tập 
1 2
,S S  không so sánh được với 

nhau. 

2.2. So sánh hai hình tròn 

Trong phần này, ta tập trung nghiên cứu các hình 
tròn dương: 

( ) ( ) ( ){ }2 2
2

1 2 1 2
, , 0, 0 ,S x x x x a x b R a R b R= = - + - £ - ³ - ³  
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với quan hệ so sánh trên nón 2

+  gồm các vecto 

( )1 2
, ,a a a=  trong đó 0, 1,2,

i
ia ³ " =  từ đó tìm 

điều kiện cần và đủ để hai hình tròn so sánh được 

với nhau theo quan hệ 
l

£  như đã đề cập. Trước tiên 

ta có nhận xét sau: với hình tròn dương S  cho trước, 

tập biên Pareto của S  ứng với nón 2

+  là phần biên 

của hình tròn ở góc một phần tư thứ ba. Tập biên 
Pareto của hình tròn S  ở Hình 2 là phần biên của 
S  được viền đậm. 

 
Hình 2. Tập biên Pareto của S 

Đặt  ( ) min ,
A

A S

LP S x
Î

= ( ) min ,
A

A S

BP S y
Î

=   

với ( ), .
A A

A x y=  

Mệnh đề 2.2.1 Cho hai hình tròn dương 
1 2

S , S .   

Khi đó nếu 
1 l 2

S < S  thì ( ) ( )
1 2

LP S < LP S  và 

( ) ( )
1 2

BP S < BP S .  

Mệnh đề cho ta điều kiện cần để hai hình tròn so 
sánh được với nhau, tuy nhiên, đây không phải là 
điều kiện đủ. Một trường hợp không thỏa mãn được 
minh họa thông qua Hình 3 vì hai hình tròn đã cho 
thỏa Mệnh đề 2.2.1 nhưng rõ ràng không so sánh 
được với nhau. 

 
Hình 3. Hai hình tròn không so sánh được 

Ta sẽ tìm điều kiện đủ để hai hình tròn so sánh 
được với nhau.  

Ta có quan sát sau (Hình 4): 

 

Hình 4. Khoảng cách lớn nhất từ 
1
I   đến 

2
S  

Cho hai đường tròn 
1 2
, .S S  Khi đó đường thẳng 

đi qua hai tâm 
1 2
,I I  (tương ứng với hai hình tròn 

1 2
,S S ) cắt đường tròn 

2
S  tại hai giao điểm thì 

khoảng cách từ 
1
I  đến giao điểm xa hơn là khoảng 

cách lớn nhất từ 
1
I  đến một điểm bất kì trên 

2
.S  

Mệnh đề 2.2.2 Cho hai hình tròn dương 
1 2

S ,S . 

Khi đó 
1 2l
S S<  khi và chỉ khi ( ) ( )

1 2
LP S LP S<

, ( ) ( )
1 2

BP S BP S<  và hai giao điểm trên 
2
S  

được tạo thành bởi đường thẳng qua hai tâm đều 

thuộc ( ) 2

1 +Par
S + R .  

Chứng minh:  

Dễ thấy khi 
1 2l
S S<  thì theo định nghĩa 

22 1
, :y S x S x y

+

" Î $ Î £


 nên chiều thuận 

của mệnh đề là hiển nhiên. Giả sử điều kiện đủ được 
thỏa mãn, theo nhận xét vừa nêu, ta suy ra mọi điểm 
trong 

2
S  đều thuộc ( ) 2

1
,

Par
S ++   dẫn đến 

1 2
.

l
S S<                                                                    

Để thuận tiện cho các tính toán về sau, ta thiết 
lập công thức dựa trên điều kiện đã nêu. Cho hai 
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hình tròn 
1
S  có tâm ( )1 1 1

,I a b  và bán kính 
1
,R  

2
S  

có tâm ( )2 2 2
,I a b  và bán kính 

2
R (Hình 5). Dễ 

thấy rằng ( )
1 1 1

,LP S a R= -  ( )
1 1 1

.BP S b R= -  

Ngoài ra, ta cũng nhận xét rằng với hai hình tròn 

1 2
,S S  có ( ) ( )1 2

LP S LP S< , ( ) ( )1 2
BP S BP S<  

và tâm 2

2 1
I a +Î +  hoặc 2

2 1
I b +Î +   thì ta có 

ngay 
1 2

.
l

S S<  

 

Hình 5. Hai hình tròn dương 1 2,S S  với 

1 2lS S  

Trong trường hợp ngược lại, nếu tâm 
2
I  không 

nằm trong hai miền nói trên thì ta sử dụng điều kiện 

ở Mệnh đề 2.2.2. Chú ý rằng lúc này 
2 1

,a a<  

2 1
.b b<  Bằng các phép tính sơ cấp ta có thể tìm 

được tọa độ của hai giao điểm ,A B  của 
1 2
I I  tương 

ứng với hai đường tròn 
1 2

,S S  sao cho hoành độ của 

hai giao điểm này bé hơn so với hai giao điểm tương 
ứng trên cùng đường tròn. Cụ thể, ta tìm được:  

( ) ( )1 1
1 2 1 1 2 1

. , . ,
R R

A a a a b b b
M M

æ ö÷ç ÷ç + - + - ÷ç ÷÷çè ø
 

( ) ( )2 2
2 2 1 2 2 1

. , . ,
R R

B a a a b b b
M M

æ ö÷ç ÷ç + - + - ÷ç ÷÷çè ø
 

với ( ) ( )2 2

2 1 2 1
.M a a b b= - + -  

Như vậy, trong trường hợp tâm 
2
I  không nằm ở 

một trong hai miền 
2

1
a

+
+   và  

2

1
b

+
+   thì ta 

phải có 
2 .B A
+

Î +   Điều kiện 
2B A
+

Î +   

tương đương 

( )

( )

2 1

2 1 2 1

2 1

2 1 2 1

0

.

0

a a
a a R R

M
b b

b b R R
M

-
- + - ³

-
- + - ³

ìïïïïïíïïïïïî

 

Tóm lại, với hai hình tròn 
1 2
,S S  như đã nêu, ta 

có 
1 2l
S S<  khi và chỉ khi ( ) ( )

1 2
LP S LP S<  và 

( ) ( )
1 2

BP S BP S<  và thỏa ít nhất một trong ba 

điều kiện sau: 

 1) .a a1 2  

 2) .b b1 2  

 3) 
( )

( )

2 1
2 1 2 1

2 1
2 1 2 1

0

.

0

a a
a a R R

M
b b

b b R R
M

ìï -ï - + - ³ïïïïíï -ï - + - ³ïïïïî

 

Ví dụ 1 Ta xét hai hình tròn 
1
S  và 

2
S  trong 

Hình 6, ở đó hình tròn 
1
S  có viền nét liền và hình 

tròn 
2
S  có viền nét đứt. 

 

Hình 6. Hai hình tròn trong mặt phẳng 

Với phương trình tổng quát của hai hình tròn là: 

( ) ( )2 2

1
: 3 3 4S x y- + - £ . 
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( ) ( )2 2

2
: 2 2 0.64S x y- + - £ . 

Từ phương trình tổng quát trên, ta có hình tròn 

1
S  có tâm ( )1

3,3I , bán kính 
1
2R = , hình tròn 

2
S  có tâm ( )2

2,2I , bán kính 
2
0.8R = . 

Suy ra ( )1 1LP S = , ( )1 1BP S = , 

( )2 1.2LP S =
, 

( )2 1.2BP S =
 

Do đó ( ) ( )
1 2

LP S LP S< , ( ) ( )
1 2

BP S BP S< . 

Vì 
1 2

3 2,a a= > =
1 2

3 2,b b= > = ta 

có 

  ( )2 1
2 1 2 1.

a a
a a R R

M

-
- + -  

( ) ( )
( )2 1

2 1 2 12 2

2 1 2 1

.
a a

a a R R
a a b b

-
= - + -

- + -

 

( )
( ) ( )

( )2 2

2 3
2 3 . 0.8 2

2 3 2 3

-
= - + -

- + -

 

5 3 2
0

5

- +
= <  (không thỏa điều kiện). 

Suy ra 
1 l
S <

2
S . Tương tự, ( )

2 1
( )LP S LP S>  

nên 
2 l
S <

1
S . 

Vậy hai hình tròn 
1
S  và 

2
S  không so sánh được 

với nhau. 

Mệnh đề 2.2.3 Với bất kỳ các hình tròn dương 

1 2
S ,S  và 

3
S , ta có 

i) 
1 l 1

kS lS ,≤  với 0 .k l< £  

ii) 1 l 2 1 l 2

1
S S S 2S .

2
   

iii)   1 l 2 1 3 l 2 3
S S S + S S + S ,   

trong đó, { }<, .∈ ≤  

Chứng minh 

Ta chứng minh mệnh đề với trường hợp  , 

các trường hợp khác chứng minh tương tự.  

(i) Với 0 k l< £  và  ,A a a1 2  là tâm của 

hình tròn S1 , suy ra lA kA


 2 . Hơn thế nữa, với 

R1 là bán kính của hình tròn S1  thì 

   ; ;l a R a R k a R a R


     2

1 1 2 1 1 1 2 1
 suy ra 

   LP kS LP lS
1 1

 và    BP kS BP lS1 1 . Vậy 

lkS lS1 1 , với k l 0 . 

(ii) Ta chứng minh tương tự như (i). 

(iii) Dễ dàng chứng minh được nếu 1 2lS S , 

ta có 1 3 2 3lS S S S   . Mặt khác, nếu 

1 3 2 3lS S S S   , ta giả sử 1 lS  2S nên tồn tại 

x S 1  và 2y S  sao cho y x   2 , suy ra 

   y z x z     2  với z  2 . Khi đó 

1 3S S  2 3l S S  (mâu thuẫn với giả thiết). Vậy 

phát biểu (iii) là đúng.             

2.3. Bài toán 1 – median  

Trong mục này, ta mô tả bài toán 1-median với 
trọng số đỉnh hình tròn. Cho một đồ thị cây 

( ), ,T V E trong đó V  là tập các đỉnh của đồ thị và 

E là tập các cạnh. Ta xác định mỗi đỉnh v VÎ  

với một trọng số đỉnh hình tròn (dương) ,
v
S tương 

tự, mỗi cạnh e EÎ  ứng với độ dài ( ).l e  Với một 

điểm q  nằm trên đồ thị, ta kí hiệu ( ),d v q  để chỉ 

độ dài đường đi từ đỉnh v  đến điểm .q  Bài toán 1-
median cổ điển đi tìm một điểm p  sao cho tối thiểu 

hóa hàm mục tiêu: ( ) ( ). , ,
v

v V

F w d vq q
Î

= å  trong 

đó, 
v
w  là trọng số đỉnh .v  Đã có một số kết quả 

kinh điển cho bài toán này, có thể kể đến như: 

Hakimi (1965) chỉ ra tồn tại một đỉnh 
0
v VÎ  sao 

cho hàm mục tiêu đạt giá trị nhỏ nhất, điều kiện cần 
và đủ của đỉnh 1-median (Kariv & Hakimi, 1979), 
thuật toán để giải bài toán (Goldman, 1971; Kariv & 
Hakimi, 1979). 
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 Trong trường hợp bài toán 1-median có trọng 
số đỉnh hình tròn, ta tìm điểm q  để tối thiểu hóa 

hàm mục tiêu ( ) ( ). , .
v

v V

F S d vq q
Î

= å  Do 
v
S  là 

tập hợp nên, như kết quả ở phần trên, giá trị của hàm 
mục tiêu tại mỗi điểm q  là một tập hợp với 

( ) ( ){ }. , : .
v v v

v V

F x d v x Aq q
Î

= Îå Với thứ  tự 

l
£  như đã trình bày, ta tìm 

0
Tq Î  sao cho không 

tồn tại   để ( ) ( )
0l

F Fq q<  (*). Ta nói một điểm 

0
q  như vậy là một điểm hữu hiệu trên cây. Để tiện 

phát biểu, sau đây ta gọi bài toán 1-median với trọng 
số đỉnh hình tròn là MPC (1-Median Problem with 
Circular Vertex Weights).  

3. TÍNH CHẤT CỦA NGHIỆM TỐI ƯU VÀ 
THUẬT TOÁN 

Trong phần này, tính chất của điểm hữu hiệu trên 
đồ thị cây được nghiên cứu. Đầu tiên, ta nhớ lại rằng 
quan hệ so sánh mà ta đang xét là trên tập hợp, do 
đó có thể xảy ra trường hợp các hàm mục tiêu tại 
một số đỉnh không so sánh được với nhau. Như vậy, 
trong bài toán MPC, ta sẽ đặt mục tiêu tìm tất cả các 
đỉnh sao cho hàm mục tiêu tại các đỉnh đó thỏa điều 
kiện (*) và không so sánh được với nhau và đó sẽ là 
đỉnh hữu hiệu. Tuy nhiên, đến lúc này ta chưa thể 
khẳng định rằng chỉ có các đỉnh của đồ thị mới thỏa 
điều kiện này, ta sẽ xem xét cho các điểm trên đồ 
thị. Ngoài ra, còn một số tính chất quen thuộc của 
bài toán 1-median cổ điển cũng được nghiên cứu. 

Trước khi xem xét chi tiết, ta đặt ( )ut  là tập hợp 

tất cả các cây con được tạo thành khi xóa điểm u  
trên đồ thị.  

Mệnh đề 3.1 Nếu tồn tại một cây con 

( )1
T τ u∈  sao cho ( )l 1

1
W < W T

2
 với một đỉnh 

u, thì không có điểm hữu hiệu của MPC trong 

1
T \ T .  

Chứng minh  

Như trong chứng minh ta sẽ thấy rằng mệnh đề 
đúng với một điểm u  bất kì trên đồ thị (điểm hoặc 
đỉnh), thậm chí với u  là một đỉnh, chứng minh sẽ 
tổng quát hơn. Thật vậy, khi u  là đỉnh, gọi .n . là 
bậc của đỉnh ,u  khi đó ta xóa đỉnh u  thì sẽ có n  

cây con được tạo thành, ta đặt là 

( ) { }
1 2
, , ..., .

n
u T T Tt =  Ta cũng gọi n  đỉnh 

1
,...,

n
u u  tương ứng trên các cây con 

1
,...,

n
T T  là 

các đỉnh kề với đỉnh u  trên đồ thị cây .T  Theo giả 

thiết, ( )
1
T utÎ  thỏa ( )

1

1
W W ,
2 l

T<  ta sẽ 

chứng minh rằng ( ) ( )
1

.
l

F u F u<  

Đặt 

( ) ( )w . , , 1, .
k

k

T k v k
v T

F u d v u k n
Î

= " =å  Khi 

đó: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

w . , ,
k

n n

T k k k
k k

F u F u T d u u
= =

= +å å   

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1 1

1 2

w . , , w . , .
n n

k k k

k k

F u

F u T d u u d u u u d u u
= =

=

+ + +å å
 

Bằng các phép biến đổi đơn giản, ta có: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1 2 3

1 1

w w w ...
. , .

w( ) w
n

T T T
F u F u d u u

T u

- - -
- =

- -

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 

Từ giả thiết, ta suy ra ( ) ( )
1

.
l

F u F u<  Tương 

tự, ta chứng minh được với mọi 
1

v TÏ  thì 

( ) ( )
1
,

l
F v F u>  do đó ta có kết luận của mệnh đề.                     

 

Mệnh đề 3.2 Cho hai đỉnh kề u,v  trong cây T  
sao cho u  là đỉnh hữu hiệu của MPC và v  không 
phải là đỉnh hữu hiệu. Khi đó, mọi điểm nằm giữa 
u  và v  đều không phải là điểm hữu hiệu. 

Chứng minh 
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Hình 7. Chia cây T  thành hai cây con T1  và T2  

Theo định nghĩa, ta có     .l
F v F u  Ta 

chia cây T thành hai cây con như hình bên dưới: 

Ta có:  

 
2 1 1( ) ( ) ( ) . ( , )T TF v F v F u w T d u v  

 

 
2 1 2( ) ( ) ( ) . ( , )T TF u F v F u w T d u v  

 

Vì    l
F v F u  và  ,d u v   nên 

   1 2
.

l
w T w T  (*) 

Gọi   là một điểm bất kì nằm giữa , .u v  Khi 

đó, với các kí hiệu như trong chứng minh Mệnh đề 
3.1, ta có: 

       
     

2

1

2

1

w . ,

w . , .

T

T

F F v T d v

F u T d u

 



 

 
 

                                

   2 1( ) ,F v x w T w T       với  , .x d v     

Từ (*) suy ra   ( ).lF F v   Tương tự, ta 

chứng minh được:   ( ).lF u F   

Vậy      .l l
F v F F u                            

Hệ quả 3.3 Nếu tồn tại điểm q  nằm giữa hai 

đỉnh liền kề , ,u u ¢  trong đó, u  và q  là hai điểm 

hữu hiệu thì u ¢  cũng là điểm hữu hiệu. 

Mệnh đề 3.4 Nếu hai điểm q  và q¢  là các điểm 
hữu hiệu, thì bất kỳ điểm nào nằm trên đường nối 
hai điểm đó cũng là điểm hữu hiệu. 

Chứng minh   

Vì q  và q¢  là hai điểm hữu hiệu nên ta có 

( ) ( )l
F Fq q¢»  hoặc ( )F q  và ( )F q¢  không so 

sánh được với nhau. Khi đó, với r  là một điểm bất 

kì nằm giữa q  và q¢  và tính chất của ( )F r  như 

đã nêu ở chứng minh mệnh đề 3.2, ta có r  là điểm 

hữu hiệu.  

Từ các tính chất vừa nêu, ta nhận xét rằng nếu 
chỉ tồn tại một đỉnh hữu hiệu thì tất cả các điểm còn 
lại của đồ thị đều không phải là điểm hữu hiệu, nếu 
có nhiều hơn một đỉnh hữu hiệu thì tất cả các điểm 
nằm giữa các đỉnh hữu hiệu đều là điểm hữu hiệu. 
Hiển nhiên không thể xảy ra trường hợp tồn tại điểm 
hữu hiệu mà không tồn tại đỉnh hữu hiệu. 

Định lý 3.5 Cho một đỉnh v  với 

( ) { }
1 2
, , ...,

k
v T T Tt = , nếu 

1
W
2

£ ( )W
l i
T  với mọi

1,...,i k= , thì v  là một đỉnh hữu hiệu của cây. 

Chứng minh  

Từ giả thiết  ( )1
W W
2 l i

T£  suy ra 

( )1
W W \ .
2 l i

T T<  Khi đó, lặp lại chứng minh ở 

Mệnh đề 3.4, ta có ( ) ( ), 1, ,
l i

F v F v i k< " =  

trong đó, 
i
v  là đỉnh kề với v  và thuộc cây .

i
T  Từ 

đó, ta suy ra v  là đỉnh hữu hiệu của MPC.                     
 

Bây giờ ta sẽ đưa ra một thuật toán để giải quyết 
MPC trên cây T . Ý tưởng của thuật toán dựa vào 
các tính chất đã nêu, cụ thể là ta sẽ tìm ra tất cả các 
đỉnh hữu hiệu của MPC đã cho. Từ đó tập các điểm 
hữu hiệu sẽ là đồ thị cây con T ¢  của cây T nối các 
đỉnh đã tìm được.  

Thuật toán: Giải bài toán vị trí 1-median với 
trọng số đỉnh hình tròn 

Input: Một ví dụ về bài toán 1-median trên cây 
với trọng số đỉnh hình tròn. 

Lưu các lá của T  trong G . 

Đặt trọng số tại mỗi đỉnh v  là 
v
S  là hình tròn 

tâm ( ),v v v
I a b  và bán kính .

v
R  

Đặt D = Æ  là tập tất cả các đỉnh hữu hiệu. 
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Tính 
1 1
W
2 2 vv V

S
Î

= å  là hình tròn tâm 

( ),I a b  và bán kính .R  

	 while	G ¹ Æ  do 

     if u Î G  then 

 if 
u u
a R a R- < -  và 

u u
b R b R- < -  và (( u

a a£  hoặc )u
b b£

hoặc 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2

0

0

u
u u

u u

u
u u

u u

a a
a a R R

a a b b

b b
b b R R

a a b b

öìï - ÷ï ÷- + - ³ï ÷ï ÷÷ï ÷ï - + - ÷ïï ÷÷í ÷ï - ÷ï ÷- + - ³ï ÷÷ï ÷ï ÷- + -ï ÷ï øïî

 

then 

 Gán { }: \ uG = G  và :
z z u
S S S= +  

với z  là đỉnh cha của  u  và xóa cạnh ( ), .z u  

  if z là lá then 

      { }: .zG = G   

  end if 

 else 

 Gán { }:D D u= È  và 

{ }: \ .uG = G  

 end if 

     end if 

 end while  

Output: Tập hợp D  các đỉnh hữu hiệu. 

Tiếp theo, ta sẽ xem xét độ phức tạp của thuật 
toán. Trong mỗi lần lặp lại, ta xử lý trên một đỉnh 
của cây, do đó có nhiều lần lặp lại tuyến tính. Trong 
mỗi vòng lặp, ta tính tổng của hai hình tròn tốn thời 

gian ( )1O  và so sánh hàm mục tiêu với 
1
W
2

 cũng 

cần thời gian ( )1 .O  Do đó, độ phức tạp tổng thể là 

( ).O n  

Định lý 3.6 Bài toán MPC trên cây với trọng số 
đỉnh là hình tròn có thể được giải quyết trong thời 

gian ( ).O n  

Thuật toán 2 được minh họa trong ví dụ sau đây. 

Ví dụ 2 Xét một ví dụ của MPC trên một cây T  

như trong Hình 8. Trọng số của đỉnh 
i
v  được ký 

hiệu bởi 
i
S  với 1,...,6i = . Mô tả chi tiết thông 

qua hình ảnh liên quan đến các hình tròn 
i
S  với 

1,...,6i =  cũng được thể hiện như sau: 

 

Hình 8. Ví dụ về bài toán MPC 

Trọng số của mỗi đỉnh được thể hiện như sau: 

1
S : 

( ) ( ) ( ){ }2 22 2

1
, : 2 2 1 ,S x y x y= Î - + - £  

2
S : 

( ) ( ) ( ){ }2 22 2

2
, : 3 4 2 ,S x y x y= Î - + - £  

3
S : 

( ) ( ) ( ){ }2 22 2

3
, : 2 3 1 ,S x y x y= Î - + - £  

4
S : 

( ) ( ) ( ){ }2 22 2

4
, : 4 4 2 ,S x y x y= Î - + - £  
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5
S : 

( ) ( ) ( ){ }2 22 2

5
, : 4 2 1 ,S x y x y= Î - + - £  

6
S : 

( ) ( ) ( ){ }2 22 2

6
, : 5 3 1.5S x y x y= Î - + - £ . 

Đầu tiên, chúng ta tính được
6

1
W

ii
S

=
= å  là 

hình tròn có tâm ( )20;18I  và bán kính 8.5R= , 

suy ra 
1
W
2

là hình tròn có tâm ( )10;9I ¢  và bán 

kính ' 4.25.R =  Ta bắt đầu với các lá 

1 3 5 6
, , ,v v v v . 

Với đỉnh 
1
v , ta có 

1 1
1 5.75 ' 'a R a R- = < = -

, 

1 1
1 4.75 ' 'b R b R- = < = -

 

và 
1
2 10 'a a= < =  

Suy ra 
1

1
W
2l

S < . Do đó, ta thiết lập  

( ) ( ) ( ){ }
2 2 1

2 22 2

:

, : 5 6 3

S S S

x y x y

= +

= Î - + - £
 

và { } { }1 3 5 6
: \ , , .v v v vG = G =  

Với đỉnh 
3
v , ta cũng có thể kiểm tra được rằng 

3

1
W
2l

S < . Do đó, 

( ) ( ) ( ){ }
2 2 3

2 2
2 2

:

, : 7 9 4

S S S

x y x y

= +

= Î - + - £
 

và { }( ) { } { }3 2 2 5 6
: \ , , .v v v v vG = G =  

Với đỉnh 
2
v , ta có 

2 2
5 4.75 ' 'b R b R- = > = -  suy ra 

2
S <

1
W
2l

. Do đó, ta thiết lập 

{ } { }
2 2

:D D v v= = và { } { }
2 5 6

: \ , .v v vG = G =  

Tương tự, với đỉnh 
5
v , ta kiểm tra được 

5

1
W
2l

S < . Do đó, ta thiết lập 

 

( ) ( ) ( ){ }2 2
2 2

4 4 5
: , : 8 6 3S S S x y x y= + = Î - + - £  

và { } { }5 6
: \ .v vG = G =  

Với đỉnh 
6
v , ta kiểm tra được 

6

1
W
2l

S < . Do 

đó, ta được 

( ) ( ) ( ){ }2 2
2 2

4 64
, : 13 9 4.5: S S x y x yS + = Î - + - £=   

và { }( ) { } { }6 4 4
: \ .v v vG = G =  

Với đỉnh 
4
v , ta kiểm tra được rằng 

4
S <

1
W
2l

. 

Do đó, { }2 4
,D v v= và { }.ØG =  

Cuối cùng, ta được tập { }
2 4
,D v v=  là các 

đỉnh hữu hiệu. Theo mệnh đề 3.3, đường nối 

( )
2 4
,P v v  chứa các điểm hữu hiệu. 

4. KẾT LUẬN 

Bài báo này đã nghiên cứu vấn đề vị trí mạng cơ 
sở đơn lẻ với sự kết hợp để tối ưu hóa giá trị tập hợp. 
Các đỉnh trong đồ thị với trọng số đỉnh mang giá trị 
hình tròn dương được xem xét. Đối với vấn đề trên 
đồ thị cây, các kết quả của Goldman và Hamacher 
trong bối cảnh trọng số mang giá trị tập hợp được 
mở rộng. Thuộc tính này giúp phát triển hiệu quả 
thuật toán cho các vấn đề liên quan trên cây. Liên 
quan đến tối ưu hóa giá trị tập hợp, tối ưu hóa giá trị 
tổ hợp chắc chắn là một mô hình mới. Vì vậy, các ý 
tưởng về mô hình này trong khoa học vị trí có thể 
thúc đẩy các nghiên cứu sâu hơn. 
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