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ABSTRACT

In this paper, vector equilibrium problems in the sense of weak and
strong types are investigated via an ordering cone with nonempty
algebraic interior. Firstly, analytic structure in linear spaces along
with their properties is discussed. Then, these properties together with
a KKM Fan lemma are used to study the existence of solutions to the
underlying problems. Finally, sufficient conditions for the Zolezzi
wellposedness for the reference problems are provided.

TOM TAT

Trong bai bdo ndy, bai todn cin bang vector ¢ hai dang yéu va mgnh
duoc nghién ciru theo nén thir tw co phan trong dai 50 khac rong.
Truéc het cde cdu tric gidi tich trong khéng gian tuyén tinh cing nhuw
mét s6 tinh chat cia ching dwoe khdao sat. Sau do, cdc tinh chat ndy
dwoc su dung dé thiét ldp cac diéu kién du cho tap nghiém cua cdc bai
todn can bang vector khong la tdp rong. Tiép theo, cdc diéu kién di
cho sw dat chinh Zolezzi cho cac bai toan dang xét ciing dugc thiét
lap.

1. GIGI THIEU

trén cac tap chi qudc té ¢ uy tin (Ansari et al., 2001;

Bai toan can bang vector 1a mot md hinh chira
rat nhiéu bai toan quan trong trong t6i wu hoa, ching
han nhu bai toan tdi wu vector, bai toan bat déng
thic bién phan vector, bai toan diém yén ngua
vector, bai toan vé diém bét dong, bai toan bu va bai
toan can bang Nash vector (Ansari et al., 2000;
Oettli, 1997; Bianchi et al., 1997). Trong hon hai
thap ky qua, cac chi dé quan trong cua Iop bai toan
can b?mg vector da dugc nghién ctu mot cach rong
rai. Tuong ty nhu cac 16p mo hinh toan hoc khac,
chu @ quan trong hang dau cua lop bai toan can
bing vector van 1 sy ton tai nghiém. Dén nay, nhiéu
cong trinh nghién ciru vé& chu d& nay duoc cong bd
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Ansari, 2008; Bigi et al., 2012; Chen et al., 2005;
Gong, 2006; Huang et al., 2007). Tinh 6n dinh
nghiém (theo hai nghia dinh tinh va dinh lugng) la
cha dé quan trong tiép theo ngay sau chi d& ton tai
nghiém. Pay 1a chu d& mé&i nhung phét trién rat
nhanh trong thoi gian gan day (Anh et al., 2018,
2019, 2020, 2021; Tam, 2021).

Su dat chinh cua bai toan can bang vector rat gan
vé6i chi dé vé tinh 6n dinh nghiém. Su dat chinh cua
mot bai toan c6 thé hiéu theo hai huéng chinh. Thir
nhét 1a sy dat chinh theo nghia Hadamard da dugc
dé xuat trong Hadamard (1902). Theo hudng nay,
mot bai toan dugc goi 1a dit chinh Hadamard néu né
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¢6 nghiém duy nhit va nghiém duy nhat d6 phu
thudce lién tuc vao dit liéu caa bai toan. Hudng thir
hai la khai niém dat chinh do nha todn hoc
Tykhonov dé& xuit trong Tykhonov (1966) va
thuong dugc biét véi tén goi dat chinh Tykhonov.
Trong do, bai toan dugc goi 1a dat chinh Tykhonov
néu n6 c6 nghiém duy nhat, va dong thoi moi day
nghiém xap xi déu hoi tu dén nghiém duy nhat nay.
V& sau, cac nha toan hoc da dé xuat rat nhiéu khai
niém ma rong cua hai dang dat chinh ¢ trén, trong
s6 d6 dang dat chinh theo tham s nhiéu (con duoc
goi la dat chinh Zolezzi), 1a su két hop hai dang dit
chinh Hadamard va Tykhonov lai véi nhau, dugc
gidi thigu trong Zolezzi (1995). Pay 1 dang dugc rét nhiéu
nha toan hoc quan tdm va khao sat rong rai cho nhiéu mé hinh
toan hoc.

Muc tiéu cua bai bao 1a nghién cuu sy tn tai va
tinh dat chinh nghiém Zolezzi cho bai toan can bang
vector ¢ hai dang yéu va manh theo nén thir tu c6
phan trong dai s6 khac réng. Mot cach cu thé, true
hét, cac khai niém giai tich cia ham va tap dugc cho
trong khong gian tuyén tinh khong duoc trang bi cau
tric topo dugc gidi thiéu va nghién ciru. Sau do,
chung duoc sir dung dé thiét lap cac didu kién du
cho tinh khac rdng cua tap nghiém cia bai toan dang
xét. Ké tiép, cac dang nghiém xap xi va cac dang dat
chinh theo tham sb nhiéu cua céac bai toan nay dugc
dé xuat. Cudi cing, bang viéc str dung cac khai niém
va tinh chét giai tich trong khong gian tuyén tinh vira
néu, cac didu kién dit chinh vira dugc dé xuat cho
cac bai toan can bang vector yéu va manh trong
khéng gian tuyén tinh dugc nghién ctu.

2. KIEN THUC CHUAN BI
Trong phan nay, xét Y 1a mot khong gian tuyé,tn
tinh :Lhuc va () 1a mét tap con khac réng cuaY. Nhac
lai rang, tap Q duoc goi 1a mot tp 16i néu véi moi
x,y € Qvat € [0,1] thi
tx+(1—-t)y e
DPinh nghia 2.1 (Jahn, 2009, Dinh nghia 1.8, Tr.
6-7)
a) Phan trong dai so cua tap Q, ki hiéu 1a
core(Q), 1a mot tap hop dugc xac dinh nhu sau:
core(QQ) ={a€Q:VveEY,IF >0
sao choa + [0,8]v c Q}.
Tap Q thoa man diéu kign core(Q) = Q dugc
goi 1a mot tdp mo dai so.
b) Bao dong dai sé cua tap Q, ki hiéu 1a lin(€),
la mét tap hop duogc xac dinh nhu sau:
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lin(Q) ={JeY:q3yeQy+yay+(1—a)y
€0 ae (0,1]}uUQ.

Tap Q théa man diéu kién lin(Q) = Q dugc goi
la mét tap déng dai so.

B6 dé 2.1

Néu Q 1a mot tap dong dai s6 trong Y thi voi moi
x €Y\ Q vav e Q,ton tai t, € (0,1) sao cho x +
t(v—x) € Q véimoit <t,.

Chitng minh

Vi x¢Q=1ln(Q) nén véi moi vE
Q,taco [v,x) & Q, thc 1a,

ftv+(1-t)x |t e (01]} & Q.

Diéu nay dan dén su ton tai t, € (0,1) thoa man
tov+ (1 —ty)x € Q. Do d6, véi moi t < ¢, tacod
tv+(1—-t)x€Qhayx+t(v—x) ¢ Q. [

B6 dé2.2

Néu Q 1a mot tap dong dai s trong Y thi Y\Q 1a
mot tap mo dai sb trong Y.

Chitng minh

Ta chi can chimg minh bao ham thic Y\ Q
core (Y \ Q) vi hién nhién ta c6 bao ham thuc
core(Y\ Q) cY\Q. Lay bat ky xeY\Q va
w €Y, ta can ching to rang ton tai A > 0 sao cho

x+[0,Alwc Y\ Q.
bat v: = x + w, ta xét hai truong hop sau:

Truong hop 1: Néu [x,v]nQ =0, tac 1a
[x,x +w] c Y\ Q, thi ta dugc

x+[0,AlwcY\Q,
void=1do[x,x+w]=x+[01]w.

Truong hop 2: Néu [x,v] N Q # @ thitaldy v €
[x,x +w] N Q. Khidb ton tai £ € [0,1] sao cho

v=tx+ ({1 -0D(x+w).

Vi 7 € Q nén theo B6 d& 2.1 thi ton tai t, €
(0,1)saochox + t(v —x) € Qvéimoit < t,. Do
do, x+tltx+(1—-Dx+ (@A —-DHw—x] ¢ Q,

vt < to.

Suy ra x +t(1—t)w & Q véi moi t < ty. Do
do, tadugc x + [0,A]lw c Y \ QVvéi A = t,(1 — ).

Vay,core (Y\Q) =Y\ Q. [

B dé 2.3 (Tam, 2021, Ménh dé 2.4, 2.6 & 2.8)

Gia sir Q 1a tap con trong Y. Khi d6, cac khang
dinh sau 1a dang:
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core(€) 1a mot tap mo dai s6.
a) Néu Q 1a mot tap 16i thi core(Q) 1a mot tap
15i.
b) Néu Q 1a mot tap 16i va mé dai s6 trong Y thi
v6i bat ky tap A C Y, ta c6 ding thuc:
core(A+Q)=A4+Q.
Pinh nghia 2.2

Cho C 1a mét tap con caa Y. Khi do:

a) C duoc goi 1a nén néu Ax € € véi moi x € C
vald=0.

b) Non € dwoc goi 1a ¢6 dinh néu € n (=C) =
{0y}, & day 0y 14 vector khong trong Y.
_ €) Non € dugc goi 1a nén 16i néu C 1a mot tap
15i.

B dé 2.4 (Jahn, 2009, B6 dé 1.11 & 1.12, Tr. 9-
10)

Non € 14 15i trong Y néu va chinéu € + € c C.

_ Néu € 1a mot non 16i trong Y va core(C) khac
rong thi core(C) + C = core(C).

Néu C 1a mot nén 16i thi b + core(C) 1a mot tap
mao dai so trong Y.

Trong phan cudi cia muc nay, cac khai ni¢m,
tinh chat nira lién tuc trén va nira lién tuc dudi cua
mot anh xa nha_“n} gia tri trong mot khong gian tuyén
tinh khong c6 cau truc topo dugc nghién ciru.

Cho X 1a mot khong gian vector topo Hausdorff,
va Y 1la mot khong gian tuyén tinh thuc dugc sap thir
tu boinén C.

Pinh nghia 2.3

Cho h: X —» Y 1a m0t anh xa c6 gia tri vector.
Anh xa h dugc goi la:

a) C-nira lién tuc trén tai x, € X néu voi mdi tap
V m& dai s6 trong Y thoa méan h(x,) € V thi ton tai
mot 1an can U cua x, sao cho h(x) € V — C véi moi
x €U.

b) C-nira lién tuc dudi tai x, € X néu véi moi
tap V mo dai sb trong Y thoa man h(x,) € V thi ton
tai mot 1an can U cta x, sao cho h(x) € V + C Vvéi
moi x € U.

¢) C-lién tyc tai x, € X néu né vira C-nira lién
tuc trén va C-ntra lién tuc dudi tai x,.

C-nura lién tuc trén (C-ntra lién tuc dudi, C-lién
tuc) trén mot tap nao do6 cua X néu nod la C-nira lién
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tuc trén (C-ntra lién tuc dudi, C-lién tuc) tai moi
diém thugc tap do.

Sau day, cac déc trung cua céc tinh nira lién tuc
trén va nura lién tuc dudi cua anh xa h dugc nghién
cuu.

Pinh 1y 2.1

i) Anh xa h: X = Y 1a C-ntra lién tyc trén trén X
khi va chi khi voi moi b €Y, tdp nghich anh
h=1(b — core(C)) 1a mot tap mé trong X.

i) Anh xa h: X - Y 1a C-nira lién tuc dudi trén
X khi va chi khi véi moi b € Y, tdp nghich anh
h~1(b + core(C)) la mot tap mé trong X.

Ching minh

1) Xem chung minh trong Tam, 2021, Pinh ly
2.1.

ii) Gia str anh xa h 1a C-mira lién tuc dudi trén X.
V&imoi b € Y vax, € h™1(b + core(C)) thi ta suy
rah(x,) € b + core(C). Vi h 1a C-ntra lién tuc dudi
va b + core(C) 1a mot tip mé dai s6 nén ton tai mot
lan cén U cua x, sao cho

h(x) € b+ core(C)+C,vx € U.

Vi core(C) + C = core(C) néntasuyrah(x) €
b + core(C) véi moi x € U.Do dé, x € h™1(b +
core(C)) véimoix € U. Suyrax, € U c h™1(b +
core(C)). Do d6 h=1(b + core(C)) 1a mot tap mé
trong X.

Béy gio ta s& chimg minh chiéu nguoc lai. Gia
stth=(b + core(C)) 1a mot tap mé trong X véi moi
b €Y, ta ching minh rang h 1 C-nira lién tuc dudi
tai moi diém x, € X. That vay, gia st V 1a mot tap
mé dai s6 bat ky trong Y thoa méan h(x,) €V va e
1a mot vector bat ky thuoc core(C). Khi dé ton tai
A >0 sao cho h(x,) +%e € V. Ta dé dang thiy

rang x, € h™t (h(xo) + %e + core(C)),

va h™1 (h(xo) + %e + core(C)) 1a mot tap mé

nén ton tai mot 1an can U cua x, sao cho
A
X0 EU € h™| h(xy) +Ee + core(C) |,
hay v6i moi x € U thi

x€h? (h(xo) + %e + core(C)).

Do d6
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h(x) € h(x,) +§e +core(C)cV+C,VxeU.

Vay h la C-ntra lién tyuc dudi tai x,.

Do d6, chirng minh dugc hoan tat. [ |

Cho Z 1a mét khong gian vector topo Hausdorff
va hyi:X =Y, h,:Z > Y la cac anh xa c6 gia tri
vector. Ta xét anh xatong hy + hy: X X Z — Y duoc
xac dinh nhu sau:

(hy + hy)(x, 2): = hy(x) + hy(2),Y(x, 2)
EXXLZ.
Pinh Iy 2.2
Céc khang dinh sau day la dung:
i) Néu h, va h, 1a C-nira lién tuc trén tuong tmg
tai x, va z, thi hy + h, 1a C- nira lién tyc trén
tai (xo, o).

ii) Néu h, va h, 1a C-ntra lién tuc dudi twong tng
tai xy va z, thi hy + h, 1a C-ntra lién tuc dudi
tai (x, o).

Chirng minh:

Do k§ thuat chirmg minh twong tw nén ta chi trinh
bay phan ching minh cua (ii).

Gia st rang V 1a mot tap mo dai s6 thoa min
hi(xg) + hy(z) € V. Do d6, —hy(xy) — hy(zy) +
V 1a mot tap mé dai s6 chira 0y. Khi d6, ton tai hai
tap ma dai s6 V;, V, chira 0, thoa man

Vi +V, € —hy(xg) — ha(zo) + V.

Vi hy(x) +V; 1a mot tap mo dai s6 chua
hy(xo) va hy 12 C-nira lién tyc dudi tai x, nén ton
tai mot 1an can U; cua x, sao cho véi moi x € U, thi
hi(x) € hy(xg) +V; + C,

Twong ty, ton tai mot 1an can U, cua z, sao cho
véimoi z € U,, h,(z) € hy(zy) +V, + C,

Do d6, véi moi (x,z) € U; X Uy, tacod

hi(x) + hy(2) € hy(xg) + hy(z0) + V3 +V, + C
+CcV+C.
Vay h, + h, 1a C-nira lién tuc dudi tai (xg,z,). =

Bing cach chimg minh twong ty nhu trong Dinh
1y 2.2, ta ¢6 két qua sau.

Pinh Iy 2.3

Cho h: X - Y la mdt anh xa c6 gia tri vector va
7 1a mot s6 thue duong. Néu h 1a C-nira lién tuc trén
(twong tng, C-ntra lién tuc dudi) tai x, thi rh la C-
ntra lién tuc trén (tuwong ung, C-nua lién tuc dudi) tai
Xo-
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3. SU'TON TAI NGHIEM CUA BAI TOAN
CAN BANG VECTOR YEU VA MANH

Trong muc nay, ta xét X 1a mot khong gian
vector topo Hausdorff; Y 1a mot khong gian tuyén
tinh thyc; C 1a mét nén 16i, dong dai s6 va c6 dinh
trong Y véi core(C) 1a khac rong. Cho K 1a mot tap
con khac rong cua X va f: K X K — Y la mot song
ham. Ta xét cac bai toan can bang vector yéu (ki
hiéu, WEP) va manh (ki hiéu, SEP) sau day:

(WEP) Tim X € K sao cho

f(x,y) & —core(C) véimoi y € K.
(SEP) Tim X € K sao cho

f(x,y) € Cvéimoiy € K.

Ky hiéu céc tap nghiém caa (WEP) va (SEP) 1an
Iwot 1a SY va S5, tac la:

SV:i={x €K:f(x,y) & —core(C),Vy € K};

S:={xeK:f(x,y) €EC,Vy€EK}

D¢ nghién ciru tinh khic rdng cua cic tap
nghiém S* va §¥, trudc hét ta nhac lai khai ni¢m anh
xa KKM va nguyén ly diém bat dong KKM-Fan.

Pinh nghia 3.1 (Ansari, 2000, Dinh nghia 3,
Tr. 3)

Cho G 1a mot tap con khac réng cia X va mot
anh xa da tri F:G = X. Anh xa F duoc goi 1a mot
anh xa KKM néu véi moi tdp con hiu han
{y1, V2, ..., Yo} Clia G thi bao ham thic

n
conv {y1;y2; ---,yn} c U F(yl)'

i=1

dugc thoa mén, & day conv(E) 1a ki hiéu bao 15i cua
tdp con E.

B dé sau thuong dugc goi 1a B6 dé KKM-Fan.

B6 d@é 3.1 (Fan, 1961, Bb dé 1)

Giasirrang F: G = X 1a mot anh xa KKM c6 gia
tri dong. Khi d6, néu ton tai it nhat mot phan tir y €
G sao cho F(¥) 1a tap compact thi

ﬂF(y) £ 0.

Trong bai bao Tam (2021), cac tac gia da dua ra
cac diéu kién du dam bao sy ton tai nghiém cua bai
toan (WEP) nhu sau:

Pinhly 3.1

Gia sir rang cac diéu kién sau duoc thoa man:
(i) v6imoix €K, f(x,x) & —core(C);
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(i) véimoix € K,taphop{y e K: f(x,y) €
—core(C)} 1a mot tap 16i;

(i) véimoi y € K, f (-, ¥) 1a C-ntra lién tuc

trén trong K;

(iv) (diéu kién buc) ton tai mot tip compact
khac rong Ncia Kva y €N sao cho
f(x,y) € —core(C) véi moi x € K\N.

Khi do, tap nghiém Cua bai toan SY cua bai toan

(WEP) 1 khéc rong.

Bay gio, ta thiét 1ap két qua ve cac diéu kién dam
bao tinh khac rong cua tap nghiém S° cua bai toan
(SEP).

Pinh Iy 3.2

Gia sir rang cac diéu kién sau dwoc thoa man:

(i) véimoix € K, f(x,x) € C;

(i) véi moi x e K, tap {y e K: f(x,y) € C}1a
mot tap 16i;

(iii) voimoi y € K, f(-,¥) la C-nura lién tuc trén
trong K;

(iv) (diéu kién btrc) ton tai mot tap compact khac
rong Ncia Kva y€N sao cho
f(x,¥) & C véi moi x € K\N.

Khi do, tap nghiém S* ciia bai toan (SEP) 1a khac

rong.

Chirng minh:

Xét anh xa da tri F: K 3 K dugc xac dinh bai,

F(y)={x €K: f(x,y) € C},
véimoiy € K.

Ta nhan xét rang, ¥ € S° khi va chi khi

ze ﬂ F().

YEK

Truéc hét, ta ching minh F 1a mot anh xa KKM.
Gia su nguoc lai, F khong 1a anh xa KKM. Khi d6,
ton tai mot tap con hitu han cua {yy, y,, ..., ¥} cia
K va mot phin tor y € conv{y, Vs ., Vn}
nhung y € F(y;) véi moi i. Do do, f(y,y;) €
C véi moi i. Viy € conv {y,, ¥, ..., ¥} nén y cé
thé duoc viét dugi dang

n n
y=Ztiyi,ti2 O'Ztizl'
i=1 i=1

4

Két hop diéu kién f(y,y;) & C véi moi i va gid
thiét (ii), ta suy ra
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n

f(}’:Z tiyi> e C;
i=1

hay f(y,y) & C.

Diéu nay mau thuan véi gia thiét (i), va do do, F
1a mot anh xa KKM.

Ké tiép, ta ching minh F(y) 1a mot tap con dong
cua K voi moi y € K. Gia str {xq} la mot luédi bat
ky trong F(y) hoi tu vé x,. Néu x, € F(y) thi
f(xo,y) & C,hay f(xo,y) EY\C.

Vi Y\C 1a mét tap mo dai s6 va f 1a C-nira lién
tuc trén nén ta suy ra ton tai mot 1an can U cua x,
saocho f(x,y) e Y\C —C c Y\C,Vx € U.

Vi U 1a mot 1an can cia x, va x, = X, nén ton
tai @y sao cho x, €U Vvéi a=>a, Khi do
f (x4, y) € C,day la diéu méau thuan vi x, € F(y).
Do do, x, € F(y) vatasuy ra F(y) 1a mét tap dong
trong K.

Véi mdi X € F(¥) bat ky thi ta c6 f(%,¥) € C.
Theo gia thiét (iv) thi ¥ € K\N hay ¥ € N. Do do,
F(¥) c N.Hon nira, theo chirng minh trén thi F (¥)
la mét tap dong. Vi F () 1a mét tap con dong trong
tap compact N nén F(y) cling 1a mot tap compact.

Nhu vay, ta da chiing minh dugc F 1a mét anh
xa KKM vai gia tri dong va co F(y) la mot tap
compact trong K. Ap dung cua b dé¢ KKM-Fan, ta
du’()’c nyEKF(y) * ®

Vay tap nghiém S 1a khac rong. [

Vidu: ChoX =R, Y =R, C =[0;+), K =
N =[0;1]. Xét anh xa f: K X K — Y dugc xac
dinh f(x,y) = x —y, Vx,y € K. Khi d6 cac diéu
kién cua Pinh 1y 3.2 déu théoa man va x =1 la
nghiém ciia bai toan (SEP).

4. SUPAT CHINH ZOLEZZI

Trong phan nay, ta xét X 1a khong gian dinh
chudn; Y 1a mot khong gian tuyén tinh thuc; A 1a tap
con cia X, va A 1a tap con khong rong cua khong
gian dinh chuan P (khong gian tham sb); C 1a mot
no6n 16i, dong dai sb va co dinh trong Y voi
core(C) 1a khac rdng. Cho K: A = A 1a mot anh xa
datriva f:AX A XA —Y la mot ham vecto. Vi
mdi A € A, ta xét cac bai toan can bang vector yéu
va manh phuy thudc tham s6 sau day:

(PWVEP) Tim x€K(1) sao cho
f(x,y, 1) € —core(C) véi moi y € K(1).

(PSVEP) Tim x€K(1) sao cho
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f(x,y,2) € Cv6imoiy € K(A).

V6i moi A € A, e € core(C) va € € Ry, ta ky
hieu cdc tap nghiém xap xi cua (PWVEP) va
(PSVEP) lan luot nhu sau:

MY, e):={xe KQ): f(x,y,A) + ee
¢ —core(C),Vy € K(1)}.
M54, &) :={x €e KQ): f(x,y,A) + ce
€ C,Vy e K1)}
Pinh nghia 4.1

Cho A € A, {A,,} © Alamot day hoi tu vé 1. Mot
day {x,} véi x,, € K(1,,) duoc goi la diy nghiém
XAp Xi clia bai toan (PWVEP) (tuong ung, (PSVEP))
tai Aung voi day {1,}, néu ton tai mot day
{e,} © R, hoi tu vé 0 sao cho

fCn, v, A,) + gpe & —core(C),Vy € K(1)

(tuong  Gng, f(xpy,A,) +e,e €C,Vy €
K()).
Dinh nghia 4.2

Bai toan (PWVEP) (twong ung, (PSVEP)) duoc
goi la dat chinh Zolezzi tai A néu:

a) Tap nghiém I1* (4, 0) (twong ing, 115(2, 0))
1a khéc rong,

b) moi day nghiém x4p xi cia (PWVEP) (twong
ng, (PSVEP)) tai 1 ang véi day {A,,} déu co mot
diy con hoi tu v& mot phin trr nao do trong
11" (2,0) (twong tng, 115(%,0)).

Bai toan dugc goi 1a dat chinh Zolezzi néu n6
dat chinh tai moi diém trong A.

Pinh nghia 4.3

Bai toan (PWVEP) (twong tmg, (PSVEP)) duoc
goi la dat chinh Zolezzi duy nhat néu:

a) Bai toan (PWVEP) (twong tng, (PSVEP))
¢6 nghiém duy nhat x,

b) moi diy nghiém xap xi caa (PWVEP) (twong
g, (PSVEP)) tai 1 tng voi day {4,,} déu hoi tu
vé %.

_ Bai toan duoc goi la dat chinh Zolezzi duy nhét
néu no6 dat chinh duy nhat tai moi diém trong A.

Sau ddy, ta nhac lai cac khai niém V& tinh nira
lién tuc va lién tuc cung vai mot so6 tinh chat quan
trong ctia mot anh xa da tri.

Pinh nghia 4.4 (Aubin & Frankowska, 1990,

Dinh nghia 1.4.1 & 1.4.2, Tr. 38) Cho anh xa da tri
Q:A 3 Xvaly €A Khido:

Tdp 58, S6 Gido duc Pong bang séng Citu Long (2022): 56-63

a) Q duoc goi la nira lién tyuc trén tai A, néu véi
moi lan can U cua Q(A,) thi ton tai mot 1an can N
ctia Ay sao cho Q(1) c U vsimoi A € U.

b) Q duoc goi 1a nira lién tuc dudi tai A, néu cho
moi ludi {A,} hoi tu vé A, va moi x, € Q(A,) thi
ton tai mot ludi {x,} trong Q(4,) théa man x, —
Xo-

¢) Q duoc goi 1a lién tuc tai A, néu Q vira nira
lién tuc trén vira nura lién tuc dudi tai A,.

Ta noi réng anh xa Q 1a nua lién tyc trén (nura
lién tuc dudi, lién tuc) trén mot tap con nao d6 néu
nod 1a ntra lién tuc trén (ntra li€n tuc dudi, lién tuc)
tai moi diém trén tap con do.

B6 dé 4.1 (Hu & Papageorgiou, 1997, Ménh dé
2.19, Tr. 41)

Cho Q(2,) 1a mdt tap compact. Khi d6, Q la
Nura lién tuc trén tai A, néu va chi néu voi bat ky lugi
{A} hoi tu V& A, va x, € Q(A,) thi ton tai mot ludi
con {xp} cua {x,} hoi tu vé mot diém x, nao d6
thudc Q(Ay).

B dé 4.2 (Hu & Papageorgiou, 1997, Ménh dé
2.6, Tr. 37)

Anh xa da tri Q: A = X la nua lién tuc dudi
tai A, néu cho moi ludi {A,} hoi tu vé A, thi Q(A,) <
liminfQ(A,), voi

liminfQ(Ay) = {xo € X:Ixq € QAo), xo = X0 }-

Két qua vé tinh dit chinh Zolezzi tham s6 cua
bai toan (PWVEP) dugc phat biéu trong két qua sau
day.

Pinh Iy 4.1

Gia sir rang cac diéu kién sau dugc thoa man:

(i) K lalién tuc va co gia tri compact trong A;

(ii) vé6i moi x € K(A), f(x,x, 1) & —core(C);

(iiiy  véi moi x € K(A), tap hop

(v € K(): f(x,7,2) € —core(C)}
1a mot tap 13i;

(iv) voi moi y € K(A), f(,,y, 1) 1a C-nira lién
tuc trén trong K (A);

Khi d6, bai toan (PWVEP) la dét chinh Zolezzi.
Hon nira, néu tap nghiém cua bai toan (PWVEP) la
tap don phén tu thi bai toan (PWVEP) 1a dat chinh
Zolezzi duy nhat.

Chirng minh

Ta thay rang cac gia thiét cia Dinh 1y 3.1 déu
dugc thoa man. Do d6, tdp nghiém S(1) =
"(1,0) cia bai toan (PWVEP) 1a khac rdng.
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Bay gid ta s& chirng minh 4nh xa nghiém xap xi
"% 1a nira lién tuc trén tai (1, 0). Gia s MY khong
1a ntra lién tuc trén tai (/T, O), tire 13, toN tai mot tap
mé U chia T1(4,0), mot day {A,,&,} € AX R,
hoi tu vé (4,0), mot diy {x,} Véi x, € I1(A,, &,)
sao cho x,, & U v4i moi n.

Tt tinh nt'ra_lién tuc trén cua K tai 1 va tinh
compact cia K (1), ta co thé gia sir rang x,, — x, VOi
xo € K(1). Néu x, ¢ 1%(2,0) thi ta c6 thé tim
duoc y, € K(A) sao cho

f(xo;}’o:i) € —core(C).

Vi K 1 nira lién tuc dudi nén ton tai y, € K(1,,)
théa man y, - y,. Vi x, €IV (4,,&,) va y, €
K(4,) nén

O, Yo A) + ene & —core(C).

Xét anh xa dong nhat i: C — C, theo cac Pinh Iy
2.2 va 2.3 ta suy ra tinh C-ntra lién tuc trén Cua anh
xa (x,,4,€) = f(x,y,2) + ee tai (xo, 2o, 1, 0).

Ap dung Dinh 1y 2.1, ta duoc f(xo,20,4) €
—core(C). Pay 1a mot diéu mau thuan. Do do, x, €
1"(2,0), va day lai 1a mot diéu vo 1y vi x, & U V6i
moi n.

Vay T 1a nira lién tyc trén tai (1, 0).

Tiép theo, ta chiing minh M¥(2,0) 1a compact
bang cach chi ra tinh dong ctia nd trong tap compact
K(2). Gia st x,, € 1"(4,0) bat ky thoa man x,, —
xo- Néu xo & IT¥(4,0) thi ton tai y, € K () sao cho
f(x0,¥0,1) € —core(C).

Str dung tinh ntra lién tuc duédi cua K, ta tim dugc
Yn € K(1,,) théa man y,, = y,.

Do x,, € T%(4,0) va y, € K(4,) nén

f(xn.yn,/T) ¢ —core(C).
Ap dung tinh ntra lién tyc trén cua f ta dwoc

f(xo'J’o'/T) ¢ —core(C).

Pay 1a mot didu mau thudn. Do do, x, €
1"(2,0), dan dén ¥ (2, 0) 1a tap dong.

V6i {1,} © Alamot day batky danvé 1 va {x,}
1a mot ddy nghiém xap xi cua bai toan (PWVEP)
ung vé&i {1,,}. Vi1 1a nira lién tyc trén va co gid tri
compact tai I1(4, 0) nén ap dung B6 dé 4.1, ta suy ra
ton tai mot day con cua {x,} dan vé mot diém nao
d6 thudc MM¥(4,0). Do do, bai toan (PWVEP) dat
chinh Zolezzi. Dac biét, néu 1% (4, 0) 1a mot tap don
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phan tir thi bai toan (PWVEP) 1a dit chinh Zolezzi
duy

nhat. ]

~ Doi véi bai toan (PSVEP), ta c6 két qua sau day.
O day ta khong trinh bay ching minh vi n6 tuong ty
nhu chitng minh cho bai todn (PWVEP).

Dinh 1y 4.2

Gia str rang cac diéu kién sau dugc thoa man:

(i) K lalién tuc va co gia tri compact trong A;

(ii) v6i moix € K(A), f(x,x,1) € C;

(i) voi moi x € K(A),tap {y € K(A):
f(x,y,2) & C} 1a mot tap I5i;

(iv) voi moi y € K(A), f(,,y,4) la C-nira lién
tuc trén trong K (A);

Khi d6 bai toan (PSVEP) la dat chinh Zolezzi.
Hon nira, neu tap nghiém cua bai toan (PSVEP) la
tap don phan tu thi bai toan (PSVEP) la dat chinh
Zolezzi duy nhat.

Vidu: ChoX =R, Y =R,C =[0;+»), A=
A=1[0;1].XétanhxaK: A3 A f:AXAXA—>Y
duoc xac dinh boi K(A) =[0;1], f(x,y,4) = x —
y% + 2, Vx,y € K(1).Khid6 cac diéu kién cua cac
Dinh 1y 4.1 va 4.2 déu thoa mén, va do d6 cac bai
toan (PWVEP) va (PSVEP) la dit chinh Zolezzi.

5. KET LUAN

Trong bai bao nay, su ton tai nghiém va dat
chinh Zolezzi cua bai toan can bang vector & hai
dang yéu va manh theo non thit ty c6 phan trong dai
s6 khac réng dwoc nghién ciru. Trudc hét, cac diéu
kién du cho cac bai toan c6 nghiém da dugc thiét 1ap
dia vao bd d& KKM-Fan ciing cac diéu kién khac.
Sau d6, sy dat chinh Zolezzi cua cac bai toan nay
cling dwoc dé xuét va khao sat. Cac cong cy, k§ thuat
va céach tiép can duoc dé xuit trong bai bao nay co
nhiéu kha nang 4p dung nghién ctru cac tinh chat
nghiém cia nhidu mo hinh t6i wu dugc cho trong
khong gian tuyén tinh khong duoc trang bi céu trac
topo, thi du nhu bai toan tdi uu ham muc tiéu co6 gia
tri tap, bai toan bao ham bién phén, bai toan quan hé
bién phan.

LOI CAM TA

Bai bao 1a mot phan két qua dat dugc trong dé
tai “Nghién ctru cac tinh chét topd ciia ham va tap
trong khong gian tuyén tinh“, dwoc tai trg boi
Truong Dai hoc Tay Do, ma s6: 06.
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