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ABSTRACT 

In the paper, a calculating program named “KANTBP 4M – A program for 
solving boundary problems of the self-adjoint system of ordinary second order 
differential equations” is presented. The computational schemes and 
algorithms are implemented in the form of problem-oriented complexes 
programs in the Maple environment for the numerical and qualitative study 
of mathematical models of low-dimensional quantum systems in external 
fields, which are reduced to boundary value problems for systems of ordinary 
second order differential equations with real- valued variable coefficients and 
homogeneous boundary conditions. The reduced boundary value problems 
are solved by KANTBP 4M program, the code of which is based on the high-
order finite element method with interpolation Hermite polynomials. The 
mathematical models are studied by the KANTBP 4M as: the eigenvalue and 
scattering problems for the Schrodinger equation with the one-dimensional 
and d- dimensional potentials in real form; the eigenvalue and scattering 
problems with constant or piece-wise continuous potentials; and the 
multichannel scattering problem of tunneling of two identical particles with 
the oscillator interaction through the potential barrier, etc. 

TÓM TẮT 

Bài viết giới thiệu chương trình có tên “KANTBP 4M – A program for solving 
boundary problems of the self-adjoint system of ordinary second order 
differential equations” (Luong et al., 2015) và đưa ra những ứng dụng của 
chương trình để phân tích các mô hình hệ thống lượng tử ít chiều. Các mô 
hình vật lý lượng tử ít chiều ban đầu được đưa về các mô hình toán học được 
đặc trưng bởi bài toán biên có chứa hệ phương trình vi phân thường bậc hai 
với các điều kiện biên được đơn giản hóa trong miền hữu hạn. Bài toán biên 
thu được sẽ được phân tích bằng chương trình tính toán KANTBP 4M với 
code (mã) sơ đồ tính toán dựa trên phương pháp phần tử hữu hạn với đa thức 
nội suy Hermite. Chương trình KANTBP 4M được viết trên phần mềm Maple 
để khảo sát các mô hình toán học phức tạp như bài toán trị riêng và bài toán 
tán xạ đối với phương trình Schrodinger với các hố thế năng một chiều hoặc 
nhiều chiều; bài toán trị riêng và bài toán tán xạ với các hố thế năng không 
đổi và liên tục từng phần; và bài toán tán xạ nhiều kênh mô tả sự truyền qua 
hàng rào thế năng của hệ hai hạt đồng nhất với tương tác dao động,... 

Trích dẫn: Lương Lê Hải, Trần Thị Lụa, A. A. Gusev, S. I. Vinitsky và O. Chuluunbaatar, 2019. Ứng dụng 
chương trình tính toán dành cho sự phân tích các mô hình hệ thống lượng tử ít chiều. Tạp chí Khoa 
học Trường Đại học Cần Thơ. 55(Số chuyên đề: Khoa học Giáo dục): 47-55. 
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1 GIỚI THIỆU 

Chương trình KANTBP 4M (Luong et al., 2015) 
được soạn trên phần mềm Maple (Maplesoft, 2019) 
bởi tác giả của đề tài cùng các cộng tác viên khoa 
học ở Viện Liên hiệp Hạt nhân Dubna, Liên Bang 
Nga. Chương trình có chứa hơn 1.000 mã code và 
thuật toán phức hợp được thể hiện qua các sơ đồ tính 
toán dựa trên phương pháp phần tử hữu hạn với đa 
thức nội suy Hermite để khảo sát các mô hình toán 
học được đơn giản hóa từ các mô hình vật lý lượng 
tử ít chiều phức tạp. 

2 SƠ LƯỢC VỀ SỰ THÀNH LẬP 
CHƯƠNG TRÌNH KANTBP 4M 

2.1 Bài toán biên đối với hệ phương trình vi 
phân thường và phiếm hàm bậc hai đối xứng 

      Xét bài toán biên có chứa hệ gồm N phương 
trình vi phân thường bậc hai đối với hàm số cầm tìm 

( ) ( ( ) , ( ))1
Tz z zN  Φ  của biến số độc lập 

min max( ),z z z  (Streng and Fics, 1977):  

 

  ( ) ( )D E z I Φ  1 ( ) 1  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )
d d f z d d f z zA Af z z z E zAf z dz dz f z dz f z dzB B B

 
      
 

Q
I V Q I Φ   (1) 

với ( ) 0f zA   và ( ) 0f zB   là những hàm liên 

tục hoặc liên tục từng phần, I là ma trận đơn vị, 
( )zV  là ma trận đối xứng ( ( ) ( )V z V zij ji ) và ( )zQ  

là ma trận phản xứng ( Q Qij ji ). Các ma trận này 

có kích thước N N và các phần tử của chúng là 
những hệ số liên tục hoặc liên tục từng phần mang 
giá trị thực hoặc phức thuộc không gian Sobolev

1( )2
s  . Nghiệm của phương trình (1) thỏa mãn 

các điều kiện biên thuần nhất: Dirichlet (loại I) hoặc 
Neumann (loại II) hoặc loại III tại các điểm biên 

trong khoảng min x( m ), az z z  với giá trị được cho 

trước của các phần tử của ma trận ( )tz  có kích 

thước N N . 

(I):  ( ) 0tz Φ , t=min và\hoặc max    (2) 

(II):  lim ( ) ( ) ( ) 0
d

f z z zA dztz z

   
 

I Q Φ ,  t=min 

và\hoặc max  (3) 

(III):          

( ) ( ) ( ) ( )
d t tz z R z z

tdz z z
 




 
 

I Q Φ Φ   (4) 

Nghiệm 1( ) ( )2
sz  Φ   của các bài toán biên 

(1)–(4) được rút gọn theo phép tính toán số học các 
điểm dừng của phiếm hàm bậc hai đối xứng bằng 
cách sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn. 

min( , , , ma )xE z z Ξ Φ  

( )( ) ( )
max

min
z E z d

z
zz   D I Φ

 

min( , , , ax )mE z zΠ Φ

 

  

max max max max( ) ( min min min) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( m n )iA Af z z z z f z z z z Φ G Φ Φ G Φ    (5) 

min max( , , , )E z z Π Φ  

  ( ) (
ma

)
( ) ( ) ( ) ( )

x

min

d z d zA Bf z f z z z z
dz dz

z

z










Φ Φ
Φ V Φ  

( )
( ) ( ) ( )

d zAf z z z
dz


Φ

Φ Q

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d zA Bf z z z f z E z z
dz

dz







Φ
Q Φ Φ Φ    

(6) 

với ( ) ( ) ( )z z z G Q  là ma trận đối xứng có 

kích thước N N , dấu 


là hoán vị T  hoặc liên hợp 

Hermite 
†

, tức là chuyển vị với liên hợp phức phụ 
thuộc vào loại bài toán cần giải. 

2.2 Sự hình thành phương pháp phần tử 
hữu hạn của bài toán đại số 

Trong không gian một chiều, khoảng 
m in m ax,z z 

  
 được chia thành nhiều phần nhỏ mà 

mỗi phần nhỏ đó được xem như là một phần tử. 
Khoảng m in m ax,z z     

chứa một bộ gồm n  phần 

tử 

min max m n
1
i,j j j jz z z      , tức là 

1

n
j

j
 


 . 

Vì vậy, chúng ta thu được một mạng lưới:            

min min max
}

i( )
, { , 1, , 1,1

nm max min maxmin max 
            hj z
z z z z z z h n z z h zj j j n n n
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trong đó, min max, 2, ,1z z j nj j    là các điểm mắt 

và max minh z zj j j   là độ dài (bước) của mỗi phần 

tử j .  

  Đa thức nội suy Hermite: Trong mỗi phần tử 

j chúng ta định nghĩa một mạng lưới con cách đều 

mi( )
[ , ]n maxh zj z zj j j 

{ , , 1, , 1, }( 1) ( 1)
min maxz z z r p z zj p j p r jpj j         

với điểm nút ( 1)z zr j p r    được xác định bởi 

công thức (Gusev et al., 2014; Luong et al., 2014): 

    mmin
1

axz p r z rz pj p r j j    ,   0,..., .r p  

(7) 

Để chọn bộ hàm cơ sở 
maxmin

0
max{ ( , , )} ,l

l j j lN z z z   maxl  0
p
r

max
r , chúng ta sử dụng đa thức nội suy Hermite 

max 1
0{{ ( )} }r

r z 
 
  được cho tại các điểm nút 

, 0, ,rz r p   của mạng lưới (7) . Tại mỗi điểm 

nút rz , giá trị của hàm ( )r z  cùng với đạo hàm 

đến bậc ma( 1)x
r  , nghĩa là 0 ,…, 1max

r  , với 

max
r  được gọi là bội số của điểm nút rz , được 

xác định bằng biểu thức (Berezin and Zhidkov, 
1962): 

( )
( ) , |0

d zrzr r rr z z rrr
dz

      


       (8) 

Bậc của tất cả các đa thức nội suy Hermite 

( )r z  không phụ thuộc vào  và bằng

max

0

p
p r

r
 


1 . Chỉ xét đa thức nội suy Hermite 

với các nút có bội số bằng nhau và bằng  
max max , 0, ,rr    p. Trong trường hợp này 

bậc của đa thức bằng (ma 1) 1xp p   . Đối với đa 

thức nội suy Hermite ta dùng kí hiệu: 

  ( , ,minmaxN z zr j 
x )maz j 

( ), 0, , , 0, ,z r pr
     1max   

      Các đa thức nội suy Hermite này tạo một 
thành một cơ sở trong không gian đa thức bậc

(ma 1) 1xp p    trên mỗi phần tử 

min m[ ]ax,z z zj j  và có đạo hàm liên tục đến bậc 

1max   tại các điểm biên 
min
jz  và 

max
jz  của 

phần tử min m[ ]ax,z z zj j . 

3 MÔ TẢ NGẮN GỌN CÁC LOẠI BÀI 
TOÁN 

3.1 Bài toán trị riêng đại số 

Chương trình KANTBP 4M tính toán bộ M trị 
riêng : 1 2E E E EM    tương ứng với bộ 

hàm riêng  
( ) ( )( ) { ( )} , ( ) ( ( ), , ( ))1 1
m mm M m Tz z z z zNm   Φ Φ Φ  

thuộc không gian 2
2  của hệ (1). Chỉ xét hàm thế 

có giá trị thực, dấu 


 trong phiếm hàm bậc hai (5) 

là liên hợp Hermite 
†

, khi đó điều kiện chuẩn hóa 
và trực giao của hàm riêng là: 

( ) ( )
|

( ) † ( )
( )( ( )) (

max

min ) 


  


 

m m

m mz f z z z dzB mm
z

Φ Φ

Φ Φ  
   (9) 

Để giải bài toán của các trạng thái liên kết giới 
hạn trên trục hoặc nửa trục, bài toán ban đầu được 
đơn giản hóa thành bài toán biên (1)–(4) trên khoảng 

hữu hạn 
min max( , )z z z  với các điều kiện biên 

(2)–(4). 

3.2 Bài toán tán xạ nhiều kênh 

Trên trục  ,z    với giá trị năng lượng 

không đổi E E , nghiệm cần tìm 
( )( ) { ( )} 1
i Nz zv i Φ Φ , ( ) ( ) ( )( ) ( ( ), , ( ))1

i i i Tz z zv Nvv  Φ  của 

bài toán biên (1) (chỉ số dưới v chỉ hướng ban đầu 
của sóng tới từ trái sang phải  hoặc từ phải sang 

trái  ) trong khoảng min x( )m, az z z  được tính 

toán bằng phương trình KANTBP 4M. Các nghiệm 
này phải thỏa mãn điều kiện (4) tại các điểm biên 

trong khoảng min x( )m, az z z  với tiệm cận có dạng 

“sóng tới + sóng truyền qua” trong các kênh mở 

1, ,i No   (Gusev et al., 2016):   
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( ) max( ) , [ , ),
,

( ) ( ) min( ) ( ) , ( , ],
( )

( ) ( ) max( ) ( ) , [ , ),
,

( ) min( ) , ( , ],

z z zv v
z z z zv

zv
z z z zv v
z z zv

          
        

X T

X X R
Φ

X X R

X T

                  (10) 

với vT  và vR  lần lượt là ma trận biên độ của 

sóng truyền qua và sóng phản xạ. Ma trận tán xạ S  
là ma trận đối xứng và đơn nhất có kích thước 

N No o :    
  

R T
S

T R
. 

4 ỨNG DỤNG CHƯƠNG TRÌNH 
KANTBP 4M 

4.1 Bài toán trị riêng đối dao động tử điều 
hòa một chiều và d – chiều ( 2d  ) 

Từ phương trình (1) khi 
1 2( ) ( ) , 1, ( ) ( )11

df z f z z N V z V z zB A
     , ta được 

phương trình Schrodinger của dao động tử điều hòa 
d – chiều cho các trạng thái liên kết:                            

1 1 2( ) ( ) ( ) 0
1

d d
mE z z z E zm m md dzz

          
D     

(11) 

     Phương trình (11) có nghiệm giải tích – trị 

riêng exact
mE  và hàm riêng của exac )m

t ( z , được 

chuẩn hóa bởi điều kiện (9).  

Khi 1d  trên khoảng vô hạn ( , )z  ta có trị 

riêng exact 2 1, 0,1,...mE m m   , và hàm riêng được 

chuẩn hóa 
2exp( /2) ( )exact 1( )m

14 2 ( 1)!
z

z z

m

m
m

H




 




. Khi 

2d  trên nửa khoảng vô hạn (0, )z   ta có trị 

riêng exact 4 , 0,1,...mE d m m   , và hàm riêng được 

chuẩn hóa 
exact 2 2exp( /2) ( , /2

2 ( /2)/ ( 1)
( )m ( /2

, )1 1)

m d m
z

d
z F m d z

  



   

Kết quả tính toán bởi chương trình KANTBP 4M 
được biểu diễn trên các Hình 1, Hình 2 và Hình 3. 

Hình 1 biểu diễn hàm riêng và trị riêng tương 
ứng của trạng thái thứ 4 và thứ 5 của dao động tử 

điều hòa d=1 chiều và trạng thái thứ 6 của dao động 
tử điều hòa d=5 chiều (từ trái sang phải) được tính 
toán bằng chương trình KANTBP 4M, với 

max3, 2, ' 7p k p   . 

Hình 2 biểu diễn sai số của hàm riêng của trạng 
thái thứ 4 và thứ 5 của dao động tử điều hòa d=1 
chiều và trạng thái thứ 6 của dao động tử điều hòa 
d=5 chiều (từ trái sang phải). Sai số của hàm riêng 
được biểu diễn bằng đồ thị ở dạng thang đo Logarit 

của giá trị tuyệt đối của hiệu số | ( ) ( )|m m
h exactz z   

giữa hàm riêng giải tích exac )m
t (z  và hàm riêng 

)m
h (z  được tính toán bằng chương trình 

KANTBP 4M, với max3, 2, ' 7p k p   . 

Hình 3 biểu diễn sai số của trị riêng (trái) và hàm 
riêng (phải) của trạng thái thứ năm đối với dao động 
tử điều hòa d=1 chiều (hàng trên) và d=5 chiều 

(hàng dưới) với các giá trị khác nhau của max, , 'p k p  
tương ứng trên các khoảng cách đều 𝑧 ∈ (−10, 10) 
và 𝑧 ∈ (0, 10) trong sự phụ thuộc vào số hàng L của 
ma trận của bài toán trị riêng đại số. Hình vẽ cho 
thấy đồ thị biểu diễn sai số tính toán ở dạng thang 
đo Logarit kép gần giống như những đường thẳng, 
độ nghiêng của các đường thẳng này chỉ rõ sự đúng 

đắn của ước tính lý thuyết  2 '| | 1
h pE E c hm m   và 

' 1|| ( ) ( )||m m 0 2
h pz z c h      

(Chuluunbaatar et al., 2007; Streng and Fics, 
1977). 

4.2 Bài toán trị riêng và bài toán tán xạ với 
hàm thế không đổi liên tục từng phần 

4.2.1 Bài toán trị riêng 

Trong phương trình (1) khi 
( ) ( ) 1, ( ) 0f z f z Q zB A   , ta được: 
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Hình 1: Hàm riêng và trị riêng tương ứng của trạng thái thứ 4, thứ 5 và thứ 6 

 

Hình 2: Sai số của các hàm riêng của trạng thái thứ 4, thứ 5 và thứ 6 

 

 

Hình 3: Sai số của trị riêng (trái) và hàm riêng (phải) trong sự phụ thuộc vào số hàng L của ma trận 
của bài toán trị riêng đại số 
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2
( ) ( ) 0,

2
d

z E zt t
dz

 
    
 
 

I V I Φ

max
( ( )) ( ) ,' '

min

z
Tz z dzt t tt

z
 Φ Φ  (12) 

với V(z) – ma trận hàm thế không đổi và liên tục 
từng phần kích thước N×N: 

( ) { , ; , ;...; , ; , }( ) ;1 1 ;2 2 ; 1 1 ; 1V z V V z z V z z V z z V z zij ji z ij ij ij k k ij k k                (13) 

Đây là bài toán mô tả mô hình sóng ngang của 
dạng ống dẫn sóng (Gevorkyan et al., 2015). Vì các 
hàm riêng của phổ gián đoạn giảm theo hàm mũ khi 
z → ∞, nên bài toán ban đầu được đơn giản hóa 

thành bài toán (1)–(3) trên đoạn z ∈ (zmin, zmax)  
(zmin<z1 và zmax>zk−1). 

      Với k = 3 và N = 3 ta có thể cho hàm thế ở 
dạng như sau:

0 0 0 5 4 4 0 0 0

( ) 0 5 0 , 2; 4 0 4 , 2 2; 0 0 0 , 2 .

0 0 10 4 4 10 0 0 10

z z z z

      
                 
      
      

V      (14) 

Kết quả tính toán bởi chương trình KANTBP 4M 
được biểu diễn trên Hình 4. Hình góc trên bên trái 
biểu diễn số thứ tự và số lượng hàm sóng thành phần 
chứa trong hệ phương trình (12) của bài toán đang 
xét, cụ thể ở đây có hệ  ba phương trình nên sẽ có ba 
hàm riêng cần tìm ứng với ba màu của các đường 
nằm ngang. Bộ hàm riêng Φt(z)=(Φ1t(z), Φ2t(z), 
Φ3t(z))T  và trị riêng (Et = eigvt, t=1,..,5) tương ứng 
của năm trạng thái đầu tiên, với 

12, 1, 0.4,min 1,...,10 11,...,20z h hj j      

1, 1221,...,30 maxh zj    và max3, 2, ' 7p k p   . 

Nghiệm của bài toán biên (12) được tính toán bởi 
chương trình KANTBP 4M cho độ chính xác là 10−9 
so với nghiệm của bài toán ban đầu trên toàn trục 

( , )z    (Gevorkyan et al., 2015). 

4.2.2 Bài toán tán xạ 

Xét bài toán tán xạ với giá trị thực cho trước của 
tham số phổ năng lượng E trên trục ( , )z       

 (Gevorkyan et al., 2015; Gusev et al., 2016): 

 

 

Hình 4:  Bộ hàm riêng và trị riêng tương ứng của năm trạng thái đầu tiên 
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2
( ) ( ) 0,

2
d

z E zt t
dz

 
    
 
 

I V I Φ         (15) 

Với I – ma trận đơn vị, V(z) – ma trận hàm thế 
không đổi và liên tục từng phần kích thước N×N 
được cho ở dạng (13) và (14). 

Kết quả tính toán được thể hiện trên Hình 5, 
trong đó bộ hàm riêng 

( ), ( ), ( )1; 1; 2;z z z      và ma trận tán xạ S 

của bài toán tán xạ nhiều kênh với 
6, 0.4, 6min 1,...,30 maxz h zj    và

max3, 2, ' 7p k p   . Từ Hình 5 ta thấy, với giá trị 

E=3,8 đối với sóng tới từ bên trái sẽ có 1LN o  kênh 

mở, và từ bên phải sẽ có 2R
oN   kênh mở. Hình 

góc trên bên trái được miêu tả tương tự như bài toán 
trị riêng được khảo sát ở phần trước. Các hình còn 

lại biểu diễn hàm sóng của bài toán trị riêng và bài 
toán tán xạ, đồ thị nét liền biểu diễn phần thực còn 
nét đứt biểu diễn phần ảo của  hàm sóng. 

Trong chương trình KANTBP 4M có chứa một 
chương trình phụ có tên gọi là SMART. Chương 
trình này tính toán nghiệm giải tích của bài toán ở 
dạng tổ hợp tuyến tính của các hàm lượng giác và 
hàm số mũ với các hệ số chưa biết. 

So sánh các kết quả thu được bởi chương trình 
KANTBP 4M với các kết quả nhận được từ hệ 
phương trình bởi chương trình SMART cho độ 
chính xác accuracy=San−Smatr của tính toán các 
ma trận vuông của biên độ phản xạ R→ và R← với 
kích thước 1×1 và 2×2, và ma trận chữ nhật của biên 
độ truyền qua T→ và T← với kích thước 2×1 và 1×2 
vào khoảng ∼ 10−13. Ngoài ta, độ chính xác của việc 
kiểm tra điều kiện đối xứng và đơn nhất của ma trận 
tán xạ S ∼ 10−13 . 

 

Hình 5: Bộ hàm riêng và ma trận tán xạ của bài toán tán xạ nhiều kênh 
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4.3 Bài toán tán xạ nhiều kênh mô tả sự 
truyền qua rào thế của hệ hai hạt đồng nhất với 
tương tác dao động 

      Xét hệ hai hạt đồng nhất có tọa độ 1x  và 2x  

truyền qua rào thế Gaussian ( )V xg s 

   2 22 exp xs     với tương tác dao động 

   2/2os 1 2 1 2V x x x xc    , trong đó 1,2,s 0.1, 

alpha  5 . Trong hệ phương trình (1), ta cho 

( ) 0,ijQ z   ( ) ( ) 1f z f zA B   và ij( )V z  được cho ở 

dạng giải tích (Gusev et al., 2014; Vinitsky, et al., 
2014): 

 os os( ) ( ) (( )/ 2) (( )/ 2) ( )ij
c cV z dx x V z x V z x xg gi j

       

với os ( )c xj  là hàm riêng của dao động tử điều hòa 

với hàm thế 2( )osV x xc   và trị riêng 1,5,9,13,...osE c  

Nghiệm evenΦ  và oddΦ  của bài toán tán xạ 

nhiều kênh trên bán trục (0, )z  được tính 

toán bởi chương trình KANTBP 4M được biễu diễn 
trên Hình 6. Hình ngoài cùng bên trái biểu diễn số 
thứ tự và số lượng hàm sóng (N=5) của bài toán. Các 
hình còn lại biểu diễn hàm sóng của bài toán. Đồ thị 
nét liền biểu diễn phần thực còn nét đứt biễu diễn 
phần ảo của  hàm sóng. Nghiệm của bài toán biên 
(1) thỏa điều kiện biên loại ba (4) và ma trận tán xạ 
S được tính toán bằng chương trình KANTBP 4M 
trên một mạng lưới đồng nhất với 6,minz 

6, 5, ax
m ,ax 3 2mz N p k    . 

 

Hình 6: Nghiệm của bài toán biên thỏa điều kiện biên loại ba và ma trận tán xạ 

5 KẾT LUẬN 

Bài báo đã giới thiệu chương trình KANTBP 4M 
và những ứng dụng của chương trình trong việc 

phân tích các mô hình hệ thống lượng tử ít chiều 
được đưa về các mô hình toán học. Kết quả tính toán 
số học bởi chương trình cho độ chính xác cao so với 
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các phương pháp số học hoặc giải tích được trình 
bày trong các công trình khác.  

Chương trình KANTBP 4M là một công cụ hữu 
ích cho các nhà nghiên cứu đặc biệt trong lĩnh vực 
khoa học tự nhiên và khoa học kỹ thuật để khảo sát 
các hàng loạt các mô hình tính toán dựa trên các mô 
hình vật lý như vật lý lượng tử, vật lý hạt nhân 
nguyên tử, vật lý chất rắn,... 
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