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TOM TAT

Bai béo trinh bay téng quan vé md dun ndi xa va mot s6 ma rong caa né. Téc gia gidi
thiéu mot sé két qua caa cac nghién ciiu trong va ngoai nudc c6 lién quan va két qua nghién
clu gan day cua nhom tac gia. Muc dich ctia bai bao nham gigi thiéu mot huéng nghién ctu
tiém ning trong 1y thuyét vanh va mé dun hién nay.

Tir khéa: Md dun ndi xa, md dun tya ndi xa, md dun bét bién dang cau.

1. GIOI THIEU

Khéi niém mé dun noi xa duoc R. Baer dau tién dua ra vao nam 1940, 16p md dun noi xa
c6 mat vi tri trung tAm dac biét trong ly thuyét vanh va mé dun ma tir d6 cac nha toan hoc ludn
tim céch ma rong theo nhiéu huéng khéc nhau va da c6 rat nhiéu lop mo dun mé rong ciia ng
ra doi. Nhitng nim gan day, ¢ trong nudc, nhom nghién ciru cua L€ Van Thuyét, Truong Cong
Quynh d3 dua ra thém nhiéu tinh chat caa cac 16p md dun twa noi xa, gia ndi xa, gia ndi xa cot
yeu, gia C -noi xa, gia C* -ndi Xa, gia S -nodi Xa,... va van dung ching dé dac trung cho nhiéu
I6p vanh: trén thé giGi nhidu nha toan hoc tiéu biéu nhu Er, Singh, Srivastava, Asensio, Kosan,
Lee, Zhou,... ciing lién tuc cho ra cac két qua lién quan. Khi ching ta xem vanh R nhu 1aR -
mo dun phai va m6i idéan phai nhu 1a mot R -mé dun con. Nam 1969, Jain va Singh da nghién
cau 16p vanh ma mai idéan phai la tya ndi xa, 16p vanh nay duoc goi la g-vanh phai va ho da
chi ra mot s6 dic trung quan trong cho 16p vanh nay [1]. Sau do, G. Ivanov da tong quat 1op
g-vanh, goi la fg-vanh phai, d6 1a 16p vanh ma mdi idéan phai hitu han sinh 1a tua noi xa. Tac
gia Ivanov da nghién ctiu fg-vanh lién két véi cac khai niém lity dang nguyén thay tri mat va
lity dang khong suy bién, tir d6 tac gia da thu duoc mot sé két qua tha vi [2]. Mé rong cac 16p
vanh noi trén theo hudng tir tinh tua ndi xa dén tinh bat bién dang cu, cac tac gia Kosan,
Quynh va Srivastava da gidi thiéu I6p vanh ma mdi idéan phai 12 bat bién dang ciu, 16p vanh
nay duoc goi 1a a-vanh phai va ho di thu duoc nhiéu két qua vé cau trac dep cho 16p vanh nay.
Chang han, mot a-vanh phai 12 tong truc tiép caa vanh nira don chinh phwong day dii va vanh
khong chinh phuong phai. CAc tac gia cling da thu dugc dinh ly vé cau tric cho mét a-vanh
phai khong phan tich duoc, Artin phai, khdng suy bién phai dwoc biéu dién nhu 1a mét vanh
c4c ma tran tam giac khéi [3]. Tiép tuc nghién ciru theo huéng nay, Quynh, Abyzov va Trang
da dua ra 16p vanh ma mdi idéan phai hiru han sinh la bt bién dang cau va goi do 1a 16p fa-
vanh phai. Cac két qua lién quan dén fa-vanh phai da duoc nghién cau trong [4]. Tur d6 thay
rang, viéc nghién ctru vé md dun noi Xa va cac mo rong cua né van con moi me can dugc
nghién ctu va lam rd. Trong bai b4o nay ching tdi tong quan vé md dun ndi xa va cac mo
rong cua né di dugc cac nha nghién ciru trong va ngoai nudc cong bd. Bong thoi ching toi
ciing dua ra mot sb két qua cho cac 1op mo dun nay.
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2. NOI DUNG

Khai niém md dun noi xa dugc R. Baer dau tién dua ra vao nam 1940. Theo do:

Pinh nghia 2.1. M6 dun U duoc goi 1a M -ndi xa néu vi mdi md dun con K ciia M,
moi dong cau v:K —U déu mo rong dugc dén dong cau v:M —U . Tuc la, so do sau day
giao hoan (vf =v):

1\ % M

LA

M6 dun U duogc goi 1a ndi xa néu U 1a M -ndi xa véi moi mé dun M. Vanh R dugc
goi la tw ndi xa phai néu R, 1a noi xa.

Ngoai ra, Baer con dua ra mot tiéu chuan dé nhan biét mot R -mé dun M 14 noi xa, d6 1a:
Pinh ly 2.2. [Tiéu chuan Baer] M6 dun M, 1a ngi xa néu véi moi idéan phdi | cia R,
Moi dong cdu f : I, — M, déu ma réng duwoc dén dong cdu g: R, —> M,

() ey [ ey Rpp

A

My

Lién quan dén md dun ndi Xa, ching t6i di chimg minh dwoc két qua sau déy:

binh ly 2.3. Cho R la vanh Goldie phai niza nguyén to va M 1a R -m0 dun phai. Khi
d6, mé dun con suy bién zZ(M) chinh 12 md dun con xodn t(M) cia md dun M. Hon nira,
Z(M) la mo dun con dong cua M .

Chitng minh. Gia st R 1a vanh Goldie phai nira nguyén t5. Xét met(M), tn tai phan
to xkhong la uwdc cia 0 thugc R sao cho mx=0. Khi do,mxR=0 nén xR<r,(m). Do x la
phan tir khong 14 uée ciia 0 thudc R nén theo ([5], Lemma6.11) xR <° R., suy ra r, (m) <° R,,
do d6 mez(M). Nguoc lai, Xét me Z(M) suy ra r,(m)<* R,. Theo ([5], Proposition 6.13),
r,(m) chira mot phan t&r reR nhung khong 1 uéc cia 0 suy ramr =0nén met(M). Nhu
vay, t(M)=2Z(M). Theo chitng minh trén, ta c6 t(M/Z(M))=Z(M/Z(M)). Ap dung ([5],
Proposition 7.8) suy ra Z(M/Z(M))=0. Goi L 1a md dun con cia M théa man diéu kién
ZMM)< L<M, do L/Z(M) la md dun suy bién nén L/Z(M)=2z(L/Z(M)). Mat khac,
Z(L/Z(M)=Z(M [ Z(M))~L/Z(M) =0, suy ra L=Z(M). Vay, Z(M) la md dun con dong
cuiamd dun M

Ménh dé 2.4.Cho R la vanh Goldie phdi nguyén t6, N 1a R -md dun batkyva M la
R -md dun khac khong, khong suy bién. Khi do, neu N 1a M -ngi Xg thi N 1& R -mé dun néi xa.

Chitng minh. Do R 14 vanh Goldie phai nguyén td, ta duoc t(M)=2Z(M). Vi M khéng
suy bién nén z(M)=0, hay M la R-md dun phai khéng xoan. Do dé, theo Dinh ly ([5],
Lemma7.17) M ¢6 mot md dun con A dang cu véi mot idéan phai | cia R . Theo gia thiét,
N l1a M -ndi xanén N l& A-ndixa,dodo N la | -noi xavéi | laidéan phaicua R . Tathu
dugc N lamo dun noi xa.

Nam 1961, Johnson Vé: Wong [6) da dua ra khai niém m6 dun tya (tu) noi xa. M6 dun
M duoc goi la tya ndi xanéu M & M -ndi xa. Johnson va Wong ciing da ching minh duoc:

Pinh ly 2.5. [6] M 1a md dun twa ndi xg néu va chi néu M badt bién qua tdt ca cac tw
dong cau cua bao ngi xa cua no.
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~ Dua trén két qua ndy, céc nha todn hoc da c6 ¥ tudng thay cac tw dong cau bai cac tu
dang cau. Nam 2013, hai t&c gia Lee va Zhou da dua ra khai niém mé dun bat bién dang cau,
theo do:

Dinh nghia 2.6. [7] M6 dun M duoc goi 12 bt bién dang cau néu M bét bién qua tat ca
cac tu dang cau cua bao ngi xa cua né.

_Hai tac gia Lee va Zhou cling da chi ra cac phat biéu twong duong voi dinh nghia mé dun
bat bién dang cau:

Pinh ly 2.7. ([7], Theorem 2) Cho M la R -md dun. Khi do, cdc diéu kién sau ddy la
twong dwong:

1)M 1a md dun bat bién ddng cau.

_ 2) Vi moi dang cdu giira hai md dun con cot yéu ciia M c6 thé mo rgng thanh mot tur
dong cau cua M |

) V4i moi dang cdu giiza hai md dun con cot yéu ciia M ¢d thé mg réng thanh mét tue
dang cau cua M .

Céc téc gia da chi ra céc tinh chat cho 16p m6 dun nay:

Ménh @& 2.8. [7] Cho M, M,, M, |a cac R -mé dun. Khi do:

1) Hang tir triec tiép cia md dun bat bién dang cdu M 12 bdt bién ding cau.

2) Néu téng truc tip M, @M, 1a bt bién dang cdu thi M, 12 M,-ngi xa va M, 1a M, -
noi Xa.

3) M6 dun M 1 tira ndi xa néu va chi néu M @M 1a mo dun bdt bién ding cdu.

Tiép’theo, sau do, cac tac gia N. Er, S. Singh, A. K. Srivastava cling da nghién ctu vé 16p
mo dun bat bién dang cau va dua ra cac khang dinh:

Pinh ly 2.9. [8] Cho M 1a m6 dun bdt bién ding cdu. Khi dé:

1) Néu bao néi xa ciia M c6 dang E(M) = E, ®E, ®E, théa man diéu ki¢n E, =E,, thi
M =(MNE)®(MNE,)®(M NE,).

2) Néu A, B 1a hai md dun con dong cua M thoa man AnB =0, thi Ava B la hai mé
dun Ndi Xa twong ho. Hon nira, bat ky don cdu h: A— M Véi Anh(A) =0, h(A) 1amd dun con
dong trong M.

Nhu ching ta da biét voi M 1a md dun tya noi xa thi J(End(M)) gom tét ca cac tu dong
cau cua M c6 nhan cbt yéu va End(M)/J(End(M)) la vanh chinh quy von Neumann tu noi
Xa phai. Asensio va Srivastava da mo rong két qua nay déi véi md dun bat bién dang cau:

Ménh dé 2.10. ([9], Proposition 1) Cho M 1a md dun bt bién dang cau. Khi dé, vanh
End(M)/J(End(M)) la vanh chinh quy von Neumann va cac luy dang néang modulo
J(End(M)) . Hon nira, J(End(M)) gom tat ca cac tu dong cdu cia M ¢ nhan cét yéu, tirc
la: J(End(M)) ={s € End(M) | Ker(s) <* M}.

Chung ta lvu y rang, End(M)/J(End(M)) khdng nhét thiét 1a vanh tu noi xa phai nhu
trong truong hop M 1a mé dun tya noi xa.

Mot m6 dun dugc goi 1a khong chinh phuong néu né khéng chura tong truc tiép cua hai
mé dun con khac khdng ma dang cau véi nhau. Hai mé dun dugc goi la tryc giao véi nhau néu
ching khong chira cac mé dun con khac khong dang cdu véi nhau. Khi M 13 N -ndi xa va N
l& M -noi xa thi ta n6i ngdn gon M va N 12 hai mé dun noi xa tuong hd.
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Sau day, ching ta c6 mot sb két qua lién quan dén cac khai niém néi trén:

Pinh ly 2.11. ([8], Theorem 3) Cho M & mé dun bat bién dang cdu. Céc phéat biéu sau
day la dung:

1) M=X®@®Y vdi X lamé duntuangi xava Y lamé dun khong chinh phwong ma truc
giao Véi X . Trong truong hop ndy, X va Y la hai mé dun néi xa twong ho.

2) Néu mé @un M khong suy bién phdi va véi bat ky hai mé dun con D,,D, cia Y théa
man D, AD, =0 thi Hom(D,, D,)=0.

3) Néu mé dun M khong suy bién phdi thi Hom(X,Y) =0 =Hom(Y, X).

Tur khéi niém mo dun bét bién diang cau, ching ta c6 khai niém vanh bt bién dang ciu
phai, d6 1a vanh R ma bat bién qua tat ca cac tu dang cau cua bao noi xa cua R,. Lop vanh
bat bién dang cAu nay la mé rong thuc sy cua I6p vanh tu ndi xa. Ta c6 céc két qua sau lién
quan dén vanh bat bién dang cau, da duoc cac nha toan hoc trong va ngoai nudc nghién ciu:

Tir Ménh dé 2.10 ta suy ra két qua sau day ddi voi vanh bét bién ding ciu:

Hé qua 2.12. Néu R 1a vanh bdt bién dang cdu phdi thi R/ J(R) 1a vanh chinh quy von
Neumann, cdac liiy dang nang modulo J(R) va Z(R,) =J(R).

Nam 2019, Quynh, Kosan, Thuyet da nghién ctu vanh bat bién dang cAu phai véi diéu
kién day chuyeén va thu duoc mét so6 két qua sau day:

_ B0 dé 2.13. ([10], Lemma 1) Cho R la vanh bt bién ding cau phdi. Khi dé, néu hai
phan tir x,y € R thoa mén r, (x) =r,(y), thi Rx=Ry.

binh ly 2.14. ([10], Theorem 1) Néu R la vanh bat bién dding cdu phdi va R théa mén
dieu kién ACC trén céc linh héa tz phdi thi R la vanh nita nguyén so.

Nam 1969, Jain va Singh da nghién cttu I6p vanh ma mdi idéan phai 1a tua noi xa, 16p
vanh nay duoc goi la q-vanh phai va ho da chi ra cac két qua tha vi sau day:

Ménh dé 2.15. ([1], Theorem 2.3) Cdc diéu kién sau day la twong dirong déi véi vanh R:

1) R la g-vanh phai.

~2) R lavanh tu ngi xg phdi va mo: idéan phdi ciia R ¢6 dang el véi e 1a phan ti liy
dcing ndo do cua R va | la idéan hai phia cua R.

3) R la vanh ty néi xa phdi va méi idéan phai doi cét yéu cia R la idéan hai phia.

Pinh Iy 2.16. ([1], Theorem 2.6) Vanh don R 1a q-vanh phdi néu va chi néu R 1a vanh
Artin.

Niam 1996, tac gia G. Ivanov di tong quat 16p q -vanh phai, goi 1a fg-vanh phai, d6 1a 16p
vanh ma madi idéan phai hiru han sinh 12 tya noi xa, tac gia da chi ra:

Pinh ly 2.17. ([2], Lemma 1.4) M4t fg-vanh phai khéng suy bién phai 1a vanh chinh quy
von Neumann.

~ Dinh ly 2.18. ([2], Theorem 1.9) Mét fq-vanh phai khong suy bién liy dding 1a tong truc
tiep cua mgt vanh co tdp tru mdt cdc lity dang abelian va vanh khong cé cac lity dang abelian.

Gén’ day, cac tac gia Kosan, Quynh va Srivastava da nghién cuu 16p vanh ma mai idéan
phai la bat bien dang cau, I6p vanh nay dugc goi 1a a-vanh phai, cac tac gia da chi ra mot so
két qua quan trong sau day:

Ménh d@é 2.19. ([3], Proposition 3.1) Cac phét biéu sau day la twong dwong déi véi vanh
R:
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1) R la a-vanh phai.

2) Véi méi idéan phai cot yéu cia R 14 bat bién dang cau.

3) Véi R la vanh bdt bién dang cdu phdi va méi idéan phdi cot yéu cia R 1a T -mé dun
trai voi T lavanh concua R duwoc sinh boi cac phan tur kha nghich cua né.

Nam 2022, céc tac gia Quynh, Abyzov va Trang dé nghién cttu 16p vanh ma mai idéan
phai hiru han sinh bat bicn dang cau va dat tén cho lop vanh nay la fa-vanh phai, 16p vanh nay
da dugc cong bo trong [4].

Pinh nghia 2.20. Vanh R duoc goi la fa-vanh phai néu mdi idéan phai hiru han sinh cia
R 1 bat bién ddng cau.

Chung t6i da chi ra cac dic trung cho 16p vanh nay, tiéu biéu 1a cac két qua sau day:

Pinh ly 2.21. [4] Mgt fa-vanh phai khdng suy bién phai R 1a vanh chinh quy von
Neumann.

Chieng minh. Do R 4 fa-vanh phai nén né bét bién dang cau, suy ra R/J(R) la vanh
chinh quy von Neumann va J(R) =Z(R,). Mat khac, R khong suy bién phai nén J(R)=0,
do d6 R lavanh chinh quy von Neumann.

Ménh dé 2.22. [4] Cho R la vanh c6 chiéu Goldie hitu han. Khi dé, cdc diéu kién sau
ddy la twong duwong:

1) R lafa-vanh phai.

2) M4i idéan phdi hitu han sinh cot yéu trong R 14 bdt bién ddang cau.

3) Vanh R 14 bdt bién ding cdu phdi va méi idéan phdi hitu han sinh cét yéu trong R
la T -mé dun tréi, véi T lavanh con cua R duoc sinh bgi cac phan ti kha nghich cua né.

Chieng minh. (1) = (2) la hién nhién.

(2)= (1) Goi A laidéan phai hitu han sinh bit ky cua R . Ton tai idéan phai B cua R
sao cho A®B<* R. Vi R c6 chiéu Goldie hitu han, ton tai idéan phai hitu han sinh | coa R
saocho 1<* B, vadods A®1<*R.Theo (2),tacé A®1 1a mo dun bat bién dang cau. Khi
d6, A 1a bat bién dang cau. Suy ra R 1a fa-vanh phai.

(2) = (3) Néu mdi idéan phai hitu han sinh cot yéu | cia R 12 bat bién dang cau thi R
la vanh bét bién dang cu phai va E(1)=E(R). Goi T lavanh con ciia R dugc sinh boi cac
phan tir kha nghich cua R . Khi d6, T 1a vanh con ciia End(E(R) ). Dodé TI=1,suyra | la
T -m6 dun tréi.

(3)=(2) Néu | laidéan phai hitu han sinh cét yéu trong R . Khi d6 E(1)=E(R). Goi
¢ 1a mot ty dang cau bat ky cua E(R) . Khido ¢(R)<R va R<¢*(R). Do do, p(R)=R. Vi
1eR nén ton tai xeR sao cho ¢(x)=1. Do d6 ¢(1x) =g@)x=1. Tac la ¢(1) kha nghich
trong R. Theo (3), ta co ¢(1) =pl) =g@)l <I. Do do, | la bat bién dang cau.

Hé qua 2.23. Cho R la vanh Note. Khi @6, R 1a fa-vanh phai khi va chi khi mdi idéan
phdi hizu han sinh cat yéu trong R 1a bdt bién dang cau.

Pinh Iy 2.24. Cho R la mét fa-vanh phdi sao cho moi phan ti liiy dang cia R thugc
vao tam cua R. Khi do, R la vanh khong chinh phwong phdi.

Chirng minh. Gia sit R la fa-vanh phai. Khi d6, theo ([4], Theorem 3.8), chlng ta c6
eRe 0

dang cau vanh R;[
(1-e)Re (1-e)R@-e)

J, trong d6 (1-e)R(@-e) la& vanh khéng chinh
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phuong phai, véi e 1a phan tir lily dang nao d6 ciia R . Vi moi phan tir lily dang cia R déu
thugc tdm nén (1-e)Re=0. Gia sit S =eRe #0, &p dung ([4], Theorem 3.8) suy ra S la vanh
chinh phuong phai day du. Do do6, ton tai hai idéan phai khac khéng A, B ctia S sao cho
A=B va AnB=0. Taco, S lavanh tu noi xa phai nén E(A) va E(B) la hai hang tir tryc
tiép cia S, do d6 ton tai cic phan tir lily dang e,,e, €S sao cho e S =E(A) va e,5S =E(B). Ta
CO ee, ceSMe,S NN ee, =0, suy ra e, er,(e)=(—-¢)S, Nén ton tai s eS sao cho
e, =(1—g)s,. Xét ddng cAu ¢:eS —(1—g)s,S duoc xac dinh boi ¢(es) = (1—e )ses. Dat
w =igr ladong ciuvéi 7:S —>eS latoan cauchinhtic va i:(1—e)s,S — S la don cau chinh
tic. Ta cd w(s)=ig(es) =¢(es)=(1-e)ss, Suy ra y(w(s)) = #(e,(1—¢)s,;5)=0,vseS. Do do
w® =0,suyra y =0. Nhu vay, ¢=0 kéotheo A=B =0 (diéu ndy mau thuin). Ching té rang
S=eRe=0. Do do, R 1a vanh khong chinh phuong phai.

Hé qua 2.25. Néu R 1a mét fa-vanh phdi sao cho moi phan ti iy deng ciia R déu thuge
tam cia R thi R thga man tinh chdt truc tiép- hiu han.

Cubi cuing, ching tdi c6 so d6 biéu dién méi quan hé gitra cac 16p vanh di dugc ching
toi gidi thiéu & trén:

vanh tu ndi xa —— vanh bat bién ding ciu

I [

g —vanh ——— fg —vanh ———— fa — vanh
T

a—vanh
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ABSTRACT

AN OVERVIEW OF THE CLASS OF INJECTIVE MODULES
AND ITS GENERALIZATIONS

Nguyen Quoc Tien*, Dao Thi Trang
Ho Chi Minh City University of Food Industry
*Email: tienng@hufi.edu.vn

In this paper, we introduce to the class of injective modules and some its generalizations.
We introduce to some related results of domestic and foreign studies and some our recent

research results. The purpose of this paper is introduced to potential research directions in ring
and module theory.

Keywords: Injective module, quasi-injective module, automorphism-invariant module.
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